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1. ύλνια 
1. Ση είλαη ην ζύλνιν; 

 

Σύλνιν είλαη θάζε ζπιινγή αληηθεηκέλσλ, πνπ πξνέξρνληαη από ηελ εκπεηξία  καο ή ηε δηαλόεζή καο, 

είλαη θαιά νξηζκέλα θαη δηαθξίλνληαη ην έλα από ην άιιν. Τα αληηθείκελα πνπ απνηεινύλ ην ζύλνιν 

νλνκάδνληαη ζηνηρεία ή κέιε ηνπ ζπλόινπ. Τα ζύλνια ζπλήζσο ηα ζπκβνιίδνπκε κε θεθαιαία γξάκκαηα 

ηνπ Διιεληθνύ ή Λαηηληθνύ αιθαβήηνπ. 

 

2. Πνηνη είλαη νη βαζηθνί ηξόπνη παξάζηαζεο ζπλόισλ θαη ηη γλσξίδεηε γη απηνύο; 

 

Τα ζύλνια παξηζηάλνληαη κε αλαγξαθή ή πεξηγξαθή. 

 Παξάζηαζε κε αλαγξαθή έρνπκε κεηαμύ δύν αγθίζηξσλ όια ηα ζηνηρεία αλαιπηηθά ηα ζηνηρεία ηνπ 

ζπλόινπ. Γηα παξάδεηγκα ην ζύλνιν Α πνπ πεξηέρεη ηνπο αξηζκνύο 0,1,2,3,4,5 γξάθεηαη: 

 A 0,1,2,3,4,5 . 

     Ο ηξόπνο απηόο ρξεζηκνπνηείηαη ζπλήζσο όηαλ ηα ζηνηρεία ηνπ ζπλόινπ είλαη ζρεηηθά  ιίγα. 

 Παξάζηαζε κε πεξηγξαθή έρνπκε όηαλ από έλα ζύλνιν Ω επηιέγνπκε εθείλα ηα ζηνηρεία ηνπ, πνπ 

έρνπλ κηα νξηζκέλε ηδηόηεηα. Γηα παξάδεηγκα ην ζύλνιν Β ησλ αθεξαίσλ από ην 1 έσο ην 100, 

γξάθεηαη:  B x /1 x 100     

 

3. Πόηε δύν ζύλνια είλαη ίζα; 

 

Γύν ζύλνια Α θαη Β ιέγνληαη ίζα, όηαλ έρνπλ αθξηβώο ηα ίδηα ζηνηρεία. Γξάθνπκε A B . 

 

4. Πόηε έλα ζύλνιν Α ιέγεηαη ππνζύλνιν ελόο ζπλόινπ Β; 

 

Έλα ζύλνιν Α ιέγεηαη ππνζύλνιν ελόο ζπλόινπ Β όηαλ θάζε ζηνηρείν ηνπ Α είλαη θαη ζηνηρείν  

ηνπ Β. Γξάθνπκε A B . 

 

5. Πνην ζύλνιν ιέγεηαη θελό; 

Έλα ζύλνιν πνπ δελ έρεη ζηνηρεία, ιέγεηαη θελό ζύλνιν θαη ζπκβνιίδεηαη κε    ή  . Γηα παξάδεηγκα 

ην ζύλνιν  2A x / x 1    . Δπεηδή ε εμίζσζε 2x 1   είλαη αδύλαηε ζην , ην Α  δελ έρεη θαλέλα 

ζηνηρείν, άξα A  . 

Τν θελό ζύλνιν είλαη ππνζύλνιν νπνηνπδήπνηε ζπλόινπ Α, δειαδή  . 

 

6. Ση είλαη ηα δηαγξάκκαηα Venn; 

Τα δηαγξάκκαηα Venn είλαη κία επνπηηθή παξνπζίαζε ησλ ζπλόισλ 

 θαη ησλ κεηαμύ ηνπο ζρέζεσλ. Τν βαζηθό ζύλνιν Ω ζπκβνιίδεηαη κε ην 

εζσηεξηθό ελόο νξζνγσλίνπ. Κάζε ππνζύλνιν ηνπ βαζηθνύ ζπλόινπ παξηζηάλεηαη  

κε ην εζσηεξηθό κηαο θιεηζηήο θακπύιεο. 

 

Πξάμεηο ζπλόισλ 
 

7.   Πνην ζύλνιν ιέγεηαη έλσζε δύν ζπλόισλ Α,Β; 

 

Έλσζε δύν ζπλόισλ Α θαη Β ιέγεηαη ην ζύλνιν  

ηνπ νπνίνπ ηα ζηνηρεία αλήθνπλ ζε έλα ηνπιάρηζηνλ από ηα ζύλνια Α θαη Β. 

Σπκβνιίδεηαη κε  .  

Γειαδή  x / x A ή x B    . 
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8. Πνην ζύλνιν ιέγεηαη ηνκή ησλ ζπλόισλ Α,Β; 

 

Σνκή δύν ζπλόισλ Α θαη Β ιέγεηαη ην ζύλνιν ηνπ νπνίνπ ηα ζηνηρεία αλήθνπλ ηαπηόρξνλα θαη ζηα δύν 

ζύλνια Α θαη Β. Γειαδή ζηελ ηνκή ησλ Α θαη Β αλήθνπλ ηα θνηλά ηνπο 

ζηνηρεία. Σπκβνιίδεηαη κε A B . 

       Γειαδή  x / x A  θαη  x B     

 

 

 

9. Πνην ζύλνιν ιέγεηαη ζπκπιήξσκα ελόο ππνζπλόινπ Α ελόο βαζηθνύ ζπλόινπ Ω; 

 

πκπιήξσκα ελόο ζπλόινπ Α ιέγεηαη ην ζύλνιν πνπ πεξηέρεη ηα ζηνηρεία ηνπ Ω 

πνπ δελ αλήθνπλ ζην Α. Σπκβνιίδεηαη κε Α΄.  

Γειαδή  x / x A     

 

Βαζηθέο αζθήζεηο 
 

1. Να γξάςεηε κε αλαγξαθή ηα ζύλνια: 

   α)  A x / 2 x 5                    β)     B x / x 1 x 3 2x 5 0       

 

2. Να βξείηε ην ζύλνιν ησλ ςεθίσλ πνπ απνηεινύλ ηνλ αξηζκό 352253. 

 

3. Να εμεηάζεηε αλ είλαη ίζα ηα ζύλνια  A 2, 1,0,1,2,3    θαη  B x / 3 x 3     . 

 

4. Αλ   Α 2,4 ,  Β 1,2,3  θαη  Γ 1,2,3,4 , λα εμεηάζεηε πνηνη από ηνπο παξαθάησ  

     ηζρπξηζκνύο είλαη ζσζηνί:  α) A B                     β) A Γ                     γ) Β Γ  

 

2. Πξαγκαηηθνί αξηζκνί 
 

α. Οη πξάμεηο θαη νη ηδηόηεηεο ηνπο 
 

10. Πνηνο αξηζκόο νλνκάδεηαη ξεηόο θαη πνηνο άξξεηνο; 

 

Ρεηόο είλαη θάζε αξηζκόο πνπ κπνξεί λα γξαθεί ζηε κνξθή 



, όπνπ νη α θαη β είλαη αθέξαηνη κε 0  . 

Οη αξηζκνί πνπ δελ γξάθνληαη ζηε κνξθή 



, όπνπ νη α θαη β είλαη αθέξαηνη κε 0  , ιέγνληαη άξξεηνη 

αξηζκνί. 

 
11. Πνηεο είλαη νη ηδηόηεηεο ηεο πξόζζεζεο θαη ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ; 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ιδηόηεηα Πξόζζεζε Πνιιαπιαζηαζκόο 

Αληηκεηαζεηηθή   

Πξνζεηαηξηζηηθή   

Οπδέηεξν ζηνηρείν   

Σπκκεηξηθό ζηνηρείν 

(αληίζεηνο-

αληίζηξνθνο) 

 
 

Δπηκεξηζηηθή  
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12. Ση νλνκάδεηαη δύλακε   κε βάζε ηνλ πξαγκαηηθό αξηζκό α θαη εθζέηε ηνλ θπζηθό αξηζκό  

    1  ; 

Γύλακε   κε βάζε ηνλ πξαγκαηηθό αξηζκό α θαη εθζέηε ηνλ θπζηθό αξηζκό 1  , είλαη ην γηλόκελν λ 

παξαγόλησλ ίζσλ κε ην α. Γειαδή:   



      
 παξάγνληεο

...  

Αθόκε νξίδνπκε όηη:   1  θαη κε   0 : 


    



0 1
1  . 

 

13. Να ζπκπιεξώζεηε ηηο παξαθάησ ηδηόηεηεο δπλάκεσλ: 

        ........          
   : ........          

    ........           








........            


  ........  

 

     ,    
      ,   







 


,   





  
  

  
,  


   

 

 

14. Να ζπκπιεξώζεηε ηηο παξαθάησ ηαπηόηεηεο: 

 
2

...            
2

...                 
2 2

...                  
3

... 

 
3

...       
3 3

...             
3 3

...                 
2

...     

 

 
2 2 22      

2 2 22         2 2                        

 
3 3 2 2 33 3      

    
 

3 3 2 2 33 3         

  3 3 2 2              3 3 2 2       

 
2 2 2 2 2 2 2           

 
 

15. Να γξάςεηε ηηο ηδηόηεηεο ησλ αλαινγηώλ πνπ απνξξένπλ από ηελ ηζόηεηα

 , 0
 
     

 
. 

 

i.   , 0
 
    

 
            ii. , 0

   
    

   
 

iii. 
      
  

   
 , 0     iv.

   
  

     
,      0         

v. Αλ  
 


 
  ηόηε  , 0

    
     

   
 

 

Βαζηθέο αζθήζεηο 
 

5. Να απινπνηήζεηε ηηο παξαζηάζεηο:    α) 
3 2

2

2   

 
  β) 

 

2 3 2

2

1

1

  
   

   
  

6. Να απνδείμεηε όηη: 
3 3 2

2 2

x y x
: y 1

x y x y

   
    

    
 

 

7. Γίλνληαη νη πξαγκαηηθνί αξηζκνί α, β, γ, δ κε β ≠ 0 θαη δ ≠ γ ώζηε λα ηζρύνπλ: 4
 




 θαη 
1

4




  
  



www.askisopolis.gr  Μεζνδηθή επαλάιεςε 

4 

 

  α) Να απνδείμεηε όηη 3   θαη 5   .                                            

  β) Να βξείηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο:
 

 
 

  

 

8. α) Να απνδείμεηε όηη   2 1 1 1     . 

   β) Να ππνινγίζεηε ηε ηηκή ηεο παξάζηαζεο  
2

1,3265 0,3265 2,3265   

 

9. Γίλνληαη νη κε κεδεληθνί πξαγκαηηθνί αξηζκνί α, β, κε    γηα ηνπο νπνίνπο ηζρύεη: 
2

2

1

1

  


  
 . 

  α) Να απνδείμεηε όηη νη αξηζκνί α θαη β είλαη αληίζηξνθνη.                     

  β) Να ππνινγίζεηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο: 
22 3 8

2 25

( )

( )

  
 

  
. 

 

β. Γηάηαμε πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ 
 

16. Πόηε έλαο αξηζκόο α είλαη κεγαιύηεξνο από έλαλ αξηζκό β; 

 

Έλαο αξηζκόο α ιέκε όηη είλαη κεγαιύηεξνο από έλαλ αξηζκό β, θαη γξάθνπκε    , όηαλ ε δηαθνξά     

  είλαη ζεηηθόο αξηζκόο. Γειαδή    0 . 

 

17. Αλ δύν αξηζκνί α, β είλαη νκόζεκνη ηόηε ηη ζπκπεξαίλεηε γηα ην άζξνηζκα, ην γηλόκελν θαη ην  

    πειίθν ηνπο; 

 

Τν άζξνηζκα δύν ζεηηθώλ αξηζκώλ είλαη ζεηηθόο αξηζκόο θαη ην άζξνηζκα δύν αξλεηηθώλ αξηζκώλ  

 είλαη αξλεηηθόο αξηζκόο. Τν γηλόκελν θαη ην πειίθν δύν νκόζεκσλ αξηζκώλ είλαη ζεηηθόο αξηζκόο. 

 

18. Αλ δύν αξηζκνί α, β είλαη εηεξόζεκνη ηόηε ηη ζπκπεξαίλεηε γηα ην γηλόκελν θαη ην πειίθν  

      ηνπο; 

 

Τν γηλόκελν θαη ην πειίθν δύν εηεξόζεκσλ αξηζκώλ είλαη αξλεηηθόο αξηζκόο. 

 

19. Να ζπκπιεξώζεηε ηηο παξαθάησ ζρέζεηο: 

      
2
....0                    

2 2
0 ......................                            

2 2
0 ..............     

 
2α 0 ,       

2 2α β 0 α β 0        θαη     
2 2α β 0 α 0 ή β 0      

 

20. Να απνδείμεηε όηη γηα ζεηηθνύο αξηζκνύο ,   θαη ζεηηθό αθέξαην λ ηζρύεη ε ηζνδπλακία:  

      

 

Δπζύ: Έζησ   . Τόηε από ηνλ νξηζκό ηεο ηζόηεηαο πξνθύπηεη όηη 
   . 

 

Αληίζηξνθν: Έζησ όηη 
    θαη   , ηόηε: 

          Αλ    ζα είλαη 
    άηνπν θαη  

          αλ    ζα είλαη 
    πνπ είλαη επίζεο άηνπν. Άξα   . 
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21. Ση νλνκάδεηαη θιεηζηό θαη ηη αλνηθηό δηάζηεκα από ην α κέρξη ην β θαη πσο ζπκβνιίδεηαη; 

 

Κιεηζηό δηάζηεκα από ην α κέρξη ην β ιέγεηαη ην ζύλνιν ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ x κε x    θαη 

ζπκβνιίδεηαη κε  ,  . 

Αλνηθηό δηάζηεκα από ην α κέρξη ην β ιέγεηαη ην ζύλνιν ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ x κε x    θαη 

ζπκβνιίδεηαη κε  ,  . 

 

Βαζηθέο αζθήζεηο 
 

10. Αλ 0 1   , ηόηε 

  α) λα απνδείμεηε όηη: 3  .                                                               

  β) λα δηαηάμεηε από ην κηθξόηεξν πξνο ην κεγαιύηεξν ηνπο αξηζκνύο: 3 1
0, ,1, , 


.                                                                                       

 

11.  Αλ 1   , λα απνδείμεηε όηη: 1   . 

         

12. Γίλνληαη πξαγκαηηθνί αξηζκνί α, β, κε 0   θαη 0  . Να απνδείμεηε όηη: 

     α)  
4

4  


    β)  
4 4

16
  

       
    

                   

 

13. Γίλνληαη νη παξαζηάζεηο: 2 22 9     θαη  2 3    ,  όπνπ ,  . 

  α) Να δείμεηε όηη:     2 2 22 6 9                          

  β) Να δείμεηε όηη:   , γηα θάζε ηηκή ησλ ,    .                             

  γ) Γηα πνηεο ηηκέο ησλ ,    ηζρύεη ε ηζόηεηα   ;  Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο.   

     

14. α) Να απνδείμεηε όηη γηα νπνηνπζδήπνηε πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο x, y  ηζρύεη:  

                         
2 2 2 2(x 1) (y 3) x y 2x 6y 10                                           

     β) Να βξείηε ηνπο αξηζκνύο x, y ώζηε: 2 2x y 2x 6y 10 0                  

 

15. Αλ  2 x 3   θαη 1 y 2   , λα βξείηε κεηαμύ πνησλ νξίσλ βξίζθεηαη ε ηηκή  θαζεκηάο από ηηο  

    παξαθάησ παξαζηάζεηο: 

      α) x y            β) 2x 3y      γ)  
x

y
   

 

16. Από ην νξζνγώλην ΑΒΕΖ αθαηξέζεθε ην ηεηξάγσλν     

     ΓΓΔΖ πιεπξάο y. 

 α) Να απνδείμεηε όηη ε πεξίκεηξνο ηνπ  

    γξακκνζθηαζκέλνπ ζρήκαηνο ΔΕΒΑΓΓ   

    πνπ απέκεηλε δίλεηαη από ηε ζρέζε:  Π = 2x + 4y                                

  β) Αλ ηζρύεη 5 x 8   θαη 1 y 2  , λα βξείηε κεηαμύ  

   πνησλ αξηζκώλ βξίζθεηαη ε ηηκή ηεο πεξηκέηξνπ ηνπ  

   παξαπάλσ γξακκνζθηαζκέλνπ ζρήκαηνο.       
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γ. Απόιπηε ηηκή πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ 
 

22. Ση νλνκάδεηαη απόιπηε ηηκή ηνπ πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ α; 

 

Ζ απόιπηε ηηκή ελόο πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ α ζπκβνιίδεηαη κε   θαη νξίδεηαη από ηνλ ηύπν:  

α, α 0
α

α, α 0


 

 
 

 

 

23. Να ζπκπιεξώζεηε ηηο παξαθάησ ζρέζεηο κε ηα ζύκβνια >, < , =, ,  : 

      
... ...0    ... ...       

2 2
....   

 

Δίλαη 0    ,       ,  
2 2    

 

24. Να ζπκπιεξώζεηε ηηο παξαθάησ ζρέζεηο 

     Αλ 0  , ηόηε x ....................................   θαη  x ..........................    

 

Δίλαη x x     θαη x x      

 

25. Να απνδείμεηε όηη: α)     
                         

β) 



 

 

 

α) Δπεηδή θαη ηα δύν κέιε ηεο ηζόηεηαο       είλαη κε αξλεηηθνί αξηζκνί, έρνπκε: 

   
   

22 2 22 2 2 2 2                       ηζρύεη 

β) Απνδεηθλύεηαη κε όκνην ηξόπν. 

 

26. Να απνδείμεηε όηη:      . Πόηε ηζρύεη ε ηζόηεηα; 

 

Δπεηδή θαη ηα δύν κέιε ηεο ζρέζεο       είλαη κε αξλεηηθνί αξηζκνί, έρνπκε: 

   
22 2 22

2                      

2 22   2  22    2 2      πνπ ηζρύεη. 

Ζ ηζόηεηα     ηζρύεη κόλν αλ 0 , δειαδή αλ θαη κόλν αλ νη αξηζκνί α,β είλαη νκόζεκνη ή έλαο 

ηνπιάρηζηνλ από απηνύο είλαη ίζνο κε κεδέλ. 

 

27. Ση νλνκάδεηαη απόζηαζε δύν αξηζκώλ α,β, πσο ζπκβνιίδεηαη θαη κε ηη είλαη ίζε; 

 

Έζησ όηη νη αξηζκνί α,β παξηζηάλνληαη πάλσ ζηνλ άμνλα κε ηα ζεκεία Α θαη Β. 

 

 

 

 

Τν κήθνο ηνπ ηκήκαηνο ΑΒ ιέγεηαη απόζηαζε ησλ αξηζκώλ α θαη β, ζπκβνιίδεηαη κε d(α,β) 

θαη είλαη ίζε κε   . Γειαδή  d ,    . 
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28. Έζησ όηη ηα ζεκεία Α θαη Β παξηζηάλνπλ  ζηνλ άμνλα ηα άθξα ,   ηνπ δηαζηήκαηνο  ,  .  

     Αλ  0
M x  ην κέζν ΑΒ, λα απνδείμεηε όηη 

0
x

2

  
 . 

 

 

 

 

 

Δίλαη        0 0 0 0d x , d x , x x            0 0x x  (αθνύ 
0x   )  

0 02x x
2

 
    . 

29. Να ζπκπιεξώζεηε ηηο παξαθάησ ζρέζεηο: 

   Γηα 0
 x  , 0  ηζρύεη: 0

x x ....................................   θαη x ............................   

   Γηα 0
 x  , 0  ηζρύεη: 0

x x ...................................   θαη x ............................   

 

Δίλαη  0 0 0 0 0x x x x ,x x x x          

          x x , x       

           0 0 0 0 0x x x ,x x , x x ή x x              

           x x , , x ή x          . 

 

Βαζηθέο αζθήζεηο 
 

17. Να γξάςεηε ρσξίο ηελ απόιπηε ηηκή ηελ παξάζηαζε x 3 x 4   , όηαλ:  

      α) x 3   β) x 4  γ) x  

 

18. Αλ ν πξαγκαηηθόο αξηζκόο x ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε: x 1 2  , 

  α) λα δείμεηε όηη  x 3,1  .                                                                    

  β) λα δείμεηε όηη ε ηηκή ηεο παξάζηαζεο:  K = 
| x 3 | | x 1|

4

  
  είλαη αξηζκόο αλεμάξηεηνο ηνπ x. 

 

19. Γηα ηνλ πξαγκαηηθό αξηζκό x ηζρύεη:  d 2x,3 3 – 2x  

  α) Να απνδείμεηε όηη 
3

x
2

 .   

  β) Αλ 
3

x
2

  , λα απνδείμεηε όηη ε παξάζηαζε: K 2 x 3 2 3 x    είλαη αλεμάξηεηε ηνπ x. 

 

20. α)  Αλ 0  , λα απνδεηρζεί όηη:
1

2   


                                            

     β)  Αλ 0  , λα απνδεηρζεί όηη:  
1

2  


                                          

 

21. Αλ   , λα δείμεηε όηη: α) 
2

   
    β) 

2

   
   

 

22. Τη ζεκαίλεη γηα ηνπο αξηζκνύο x θαη y: 

      α) ε ηζόηεηα x y 0    β) ε αληζόηεηα x y 0  ; 

 



www.askisopolis.gr  Μεζνδηθή επαλάιεςε 

8 

 

23. Να απνδείμεηε όηη        . 

 

24. α) Να βξείηε γηα πνηεο πξαγκαηηθέο ηηκέο ηνπ y ηζρύεη : y – 3 1 . 

     β) Αλ x,y  είλαη ηα κήθε ησλ πιεπξώλ ελόο νξζνγσλίνπ παξαιιεινγξάκκνπ, κε  1 x 3   θαη  

       2 y 4  , ηόηε λα βξείηε ηα όξηα κεηαμύ ησλ νπνίσλ πεξηέρεηαη ε ηηκή ηνπ εκβαδνύ Δ ηνπ  

       νξζνγσλίνπ.                                                  

 

25. Αλ x 3  θαη y 2 , λα απνδείμεηε όηη: 

      α) 2x 3y 12                                    β) 3x y 1 12           

 

26.  Γίλεηαη έλαο πξαγκαηηθόο αξηζκόο x πνπ ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε:  d x,5 9 . 

  α) Να απνδώζεηε ηελ παξαπάλσ ζρέζε ιεθηηθά.                             

  β) Με ρξήζε ηνπ άμνλα ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ, λα παξαζηήζεηε ζε κνξθή δηαζηήκαηνο ην ζύλνιν  

     ησλ δπλαηώλ ηηκώλ ηνπ x.                      

  γ) Να γξάςεηε ηε ζρέζε κε ην ζύκβνιν ηεο απόιπηεο ηηκήο θαη λα επηβεβαηώζεηε  κε αιγεβξηθό ηξόπν  

      ην ζπκπέξαζκα ηνπ εξσηήκαηνο (β).           

  δ) Να ρξεζηκνπνηήζεηε ην ζπκπέξαζκα ηνπ εξσηήκαηνο (γ) γηα λα δείμεηε όηη: x 4 x 14 18    .                                                                      

 

27.   Γίλνληαη νη πξαγκαηηθνί αξηζκνί α  θαη β γηα ηνπο νπνίνπο ηζρύεη ε αλίζσζε:   α 1 1 β 0   . 

  α) Να απνδείμεηε όηη ην 1 είλαη κεηαμύ ησλ α, β.                                    

  β) Αλ  επηπιένλ 4  , λα ππνινγίζεηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο:  

      1 1     . Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο είηε γεσκεηξηθά είηε αιγεβξηθά. 

 

 

δ. Ρίδεο πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ 
 

30. Ση νλνκάδεηαη ηεηξαγσληθή ξίδα ελόο κε αξλεηηθνύ αξηζκνύ α; 

 

H ηεηξαγσληθή ξίδα ελόο κε αξλεηηθνύ αξηζκνύ α ζπκβνιίδεηαη κε   θαη είλαη ν κε αξλεηηθόο αξηζκόο 

πνπ, όηαλ πςσζεί ζην ηεηξάγσλν, δίλεη ηνλ α. 

Γειαδή αλ 0  , ε  παξηζηάλεη ηε κε αξλεηηθή ιύζε ηεο εμίζσζεο 2x   . 

 

31. Να ζπκπιεξώζεηε ηηο παξαθάησ ηζόηεηεο:  

    2
............ ,       

2

..........., 0 ,       .........., , 0  ,  




............... ,   0, 0  

 

2   ,  
2

   ,            ,    
 



 

 

32. Ση νλνκάδεηαη  λ– νζηή ξίδα ελόο κε αξλεηηθνύ αξηζκνύ α; 

 

Ζ λ-νζηή ξίδα ελόο κε αξλεηηθνύ αξηζκνύ α ζπκβνιίδεηαη κε   θαη είλαη ν κε αξλεηηθόο αξηζκόο πνπ 

όηαλ πςσζεί ζηελ λ, δίλεη ην α. 

Γειαδή αλ 0  , ε    παξηζηάλεη ηε κε αξλεηηθή ιύζε ηεο εμίζσζεο x   . 
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33. Να ζπκπιεξώζεηε ηηο παξαθάησ ηζόηεηεο: 

     
 


    ..., 0         

    ..., 0       
    ..., 0  θαη λ άξηηνο 

 

  , 0


      , , 0
     , , 0       θαη λ άξηηνο 

 

34. Αλ   , 0  λα απνδείμεηε όηη: 

      i.             ii. 





 
  


, 0  

      iii. 
        iv. 

      

 

i.          
   

                             ηζρύεη 

ii. Απνδεηθλύεηαη όπσο θαη ην i. 

 

iii.        


  
       

            
 

 ηζρύεη 

iv.  
             

 

35. Πσο νξίδεηαη ε δύλακε ηνπ κε αξλεηηθνύ αξηζκνύ α ζε ξεηό εθζέηε; 

 

Αλ 0  , κ αθέξαηνο θαη λ ζεηηθόο αθέξαηνο, ηόηε 


     

Αλ 0  , κ,λ ζεηηθνί αθέξαηνη, ηόηε νξίδνπκε 0 0


  . 

 

 

Βαζηθέο αζθήζεηο 
 

28. Να απνδείμεηε όηη:    
2 2

1 3 1 3 2    . 

 

29. Να απνδείμεηε όηη: 

   α) 2 2 2 2 2 2        β) 
3 33 2 3 5 3 5 2      

 

30. Να απνδείμεηε όηη:  

   α) 
3 3

4
5 3 5 3

 
 

   β) 

   
2 2

1 1
8 3

2 3 2 3

 

 

 

 

31. Να απνδείμεηε όηη: 

   α) 
50 72

11
128 98





           β) 8 2 32 18 2 50 5 2            γ) 

600 190

10
290 110

2 8
4

4 32





 

 

32. Να απνδείμεηε όηη: 

    α) 
12 113 42 4 8 2 2          β)  5 3 39 3 27 9             γ) 

10 3 62 2 2 2             

 

33. Να ηξαπνύλ ηα παξαθάησ θιάζκαηα ζε ηζνδύλακα κε ξεηό παξνλνκαζηή: 
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    α) 
1

2 2
                      β)  

4

4

8
                       γ) 

7 3

1

2
           δ)  

2

5 3
              

 

 

34. Να απνδείμεηε όηη:  

   α)  5 35 3                    β) 7 3 21 1                  γ) 8 2 10 5 2    

 

35. Αλ είλαη 3 5, 3    θαη 6 5   , ηόηε: 

  α) Να απνδείμεηε όηη 15  . 

  β) Να ζπγθξίλεηε ηνπο αξηζκνύο Α, Β . 

 

36. Γίλνληαη νη αξηζκνί: 
6A ( 2)  θαη  

63( 2)       

  α) Να δείμεηε όηη:   4                                                              

  β) Να δηαηάμεηε από ην κηθξόηεξν ζην κεγαιύηεξν ηνπο αξηζκνύο: 32,1, 2  . 

 

37. α) Να δείμεηε όηη : 33 30 4  . 

     β) Να ζπγθξίλεηε ηνπο αξηζκνύο 3 330, 6 30 . 

 

38. Γίλεηαη ε παξάζηαζε:   x 4 x 1 x 4 x 1         

  α) Γηα πνηεο ηηκέο ηνπ x νξίδεηαη ε παξάζηαζε Α; Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο.  

  β) Να απνδείμεηε όηη ε παξάζηαζε Α είλαη ζηαζεξή, δειαδή αλεμάξηεηε ηνπ x. 

 

39. Γίλνληαη νη παξαζηάζεηο: 2(x 2)     θαη 33B (2 x)   όπνπ x πξαγκαηηθόο αξηζκόο 

  α)  Γηα πνηεο ηηκέο ηνπ x νξίδεηαη ε παξάζηαζε A;  

  β) Γηα πνηεο ηηκέο ηνπ x νξίδεηαη ε παξάζηαζε B;                                  

  γ) Να δείμεηε όηη, γηα θάζε x 2 , ηζρύεη A B .  

 

 

3. Δμηζώζεηο 

 

α. Δμηζώζεηο 1νπ Βαζκνύ 
 

36. Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε   x 0  γηα ηηο δηαθνξεηηθέο ηηκέο ησλ  , . 

 

Δίλαη: x 0 x       

 Αλ 0  , ηόηε:
x

x x
  

       
  

. 

 Αλ 0  , ηόηε ε εμίζσζε x    γίλεηαη 0 x     

 αλ 0   ε εμίζσζε είλαη αδύλαηε, ελώ 

 αλ 0   ε εμίζσζε έρεη ηε κνξθή 0 x 0   θαη αιεζεύεη γηα θάζε ηηκή ηνπ πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ x, 

δειαδή είλαη ηαπηόηεηα. 

 

37. Πνηνο αξηζκόο ιέγεηαη ξίδα κηαο εμίζσζεο; 

 

Ζ ιύζε κηαο εμίζσζεο ιέγεηαη θαη ξίδα ηεο. 

 

38. Πόηε κηα εμίζσζε 1νπ βαζκνύ ιέγεηαη παξακεηξηθή θαη πσο νλνκάδεηαη ε δηαδηθαζία πνπ  

      θάλνπκε γηα ηελ εύξεζε ηνπ πιήζνπο ησλ ξηδώλ ηεο; 
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Αλ νη ζπληειεζηέο α θαη β ηεο εμίζσζεο x 0   εθθξάδνληαη κε ηε βνήζεηα γξακκάησλ ηόηε ηα 

γξάκκαηα απηά ιέγνληαη παξάκεηξνη, ε εμίζσζε ιέγεηαη παξακεηξηθή θαη ε εξγαζία πνπ θάλνπκε γηα 

ηελ εύξεζε ηνπ πιήζνπο ησλ ξηδώλ ηεο ιέγεηαη δηεξεύλεζε. 

 

Βαζηθέο αζθήζεηο 
 

40. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο: 

   α) 
1 4x x 1 x 4 5

5 4 20 4

  
      β)    2 3x 1 3 2x 1 4     

  γ)      2x x 4 2x x 4 x 4 0        δ)  
2 2x x 2 x 4x 4     

  ε) 3 2x 2x x 2 0        ζη) 
2

1 1 2

x 1 x 1 x 1
 

  
 

 

41. Γίλεηαη ε εμίζσζε 2x x 1      , κε παξάκεηξν  . 

  α) Να απνδείμεηε όηη ε παξαπάλσ εμίζσζε γξάθεηαη ηζνδύλακα:     1 x 1 1       ,  . 

  β) Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ ι γηα ηηο νπνίεο ε παξαπάλσ εμίζσζε έρεη αθξηβώο κία ιύζε ηελ νπνία θαη λα  

     βξείηε. 

  γ) Γηα πνηα ηηκή ηνπ ι ε παξαπάλσ εμίζσζε είλαη ηαπηόηεηα ζην ζύλνιν ησλ πξαγκαηηθώλ  αξηζκώλ;   

      Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο. 

 

42. Γίλεηαη ε εμίζσζε:   23 x 9    , κε παξάκεηξν   .  

   α) Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε ζηηο παξαθάησ πεξηπηώζεηο: 

          i)  όηαλ 1                     ii) όηαλ 3                                                                                     

   β) Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ α, γηα ηηο νπνίεο ε εμίζσζε έρεη κνλαδηθή ιύζε θαη λα πξνζδηνξίζεηε ηε ιύζε  

       απηή. 

 

43. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο: 

  α) 2x 3 5     β) 2x 4 x 1     γ) x 2 2x 1    

  δ) 
x 4 x 4 2

3 5 3

 
    ε) x 1 x 2 x 1      ζη) 2 x 1 3   

  δ) 
2x 2x 1 3x 5     ε) 3 x 1 x 2 x 3           ζ) x 3 2 2 x 3 4      

 

44. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο:  α) 3x 2 x 1      β) 3 x 1 x 2 x 3      

 

β. Η εμίζσζε x
λ
 = α 

 

39. Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε 
  x . 

 

Αλ λ άξηηνο θαη 0   ηόηε: 

v

v

v

x
x

x

   
  

  

 

Αλ λ άξηηνο θαη 0  ,ηόηε ε εμίζσζε x    είλαη αδύλαηε 

Αλ λ πεξηηηόο θαη 0   ηόηε:   x x     

Αλ λ πεξηηηόο θαη 0   ηόηε:   x x       

 

Βαζηθέο αζθήζεηο 
 

45. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο: 

  α) 
3x 125 0    β) 

5x 243 0    γ) 
2x 64 0    δ) 

5 2x 8x 0   
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  ε) 4x x 0     ζη) 5x 16x 0   δ)  
3

x 1 64    ε) 31 125x 0   

 

46. Να ιπζνύλ νη εμηζώζεηο:  

  α)  
4

x 1 81 0     β)  
8

x 2 128 0             γ)  
5

2x 1 243 0    

 

γ. Δμηζώζεηο 2νπ βαζκνύ 
 

40. Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε       2
x x 0, 0 . 

 
2 2

0
2 2 2 2x x 0 x x 0 x 2 x 0 x 2 x

2 2 2 2

           
                     

            

4
2 22 2

2 2

4
x x

2 4 2 4



         
        

       
 

Έζησ 
2 4    , ηόηε ε ηειεπηαία εμίζσζε γίλεηαη: 

2

2
x

2 4

  
  

  
 (1) 

Αλ 0   ηόηε ε (1) γίλεηαη: 
2

x x
2 4 2 2 2

     
       

    
, δειαδή ε εμίζσζε 

έρεη δύν ιύζεηο ηηο 
1x

2

 



 θαη 

2x
2

 



. 

Αλ 0   ε (1) γίλεηαη: 
2

x 0 x x 0 x 0 x ή x 0 x
2 2 2 2 2 2 2

              
                        

              
 

Σηε πεξίπησζε απηή ε εμίζσζε έρεη δηπιή ξίδα ηελ 
2





. 

Τέινο αλ 0   ηόηε ε (1) είλαη αδύλαηε άξα θαη ε ηζνδύλακή ηεο, ε αξρηθή, είλαη αδύλαηε. 

 

41. Να απνδείμεηε ηνπο ηύπνπο ηνπ Vieta, δειαδή όηη αλ 
1 2

x ,x είλαη νη ξίδεο ηεο εμίζσζεο  

      2
x x 0, 0 , ηόηε ην άζξνηζκα ησλ ξηδώλ είλαη 


 


S , ην γηλόκελν ησλ ξηδώλ 

είλαη 





P  θαη ε εμίζσζε παίξλεη ηε κνξθή   2x Sx P 0 . 

 

Δίλαη 
1 2

2
x x

2 2 2

      
     

   
 θαη 

     
22 2 2

1 2 2 2

4 4
x x

2 2 4 4

          
     

   



4


2





. Άξα S


 


 θαη P





. 

Ζ εμίζσζε 
2x x 0      γίλεηαη:  2 2 2

1 2 1 2x x 0 x x x x x x 0 x Sx P 0
 

            
 

 

 

Βαζηθέο αζθήζεηο 
 

47. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο: 

   α) 
26x 12x 0                β) 

22x 10 0            γ)
23x 12 0              

 

48. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο:  



www.askisopolis.gr  Μεζνδηθή επαλάιεςε 

13 

 

    α)    
2

2 2 2 2 2x 2 x 0                 β)      
2

2 x x x      

 

49. Γίλεηαη ην ηξηώλπκν  2x 3 1 x 3       

  α) Να απνδείμεηε όηη ε δηαθξίλνπζα ηνπ ηξησλύκνπ είλαη:  
2

3 1      

  β) Να παξαγνληνπνηήζεηε ην ηξηώλπκν .                                                  

 

50. Να ιύζεηε ηηο παξαθάησ εμηζώζεηο: 

   α) 23x 4 3x 3 0             β)  2x 3 2 x 3 2 0          

 

51. Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε 2x x 1 0     έρεη πξαγκαηηθέο ξίδεο. 

 

52. Γίλεηαη ε εμίζσζε: 2x 2x 0   .Να βξείηε ηνλ πξαγκαηηθό αξηζκό ι, ώζηε ε εμίζσζε λα έρεη:               

     α) ξίδα ην 1     β) δύν ξίδεο πξαγκαηηθέο θαη άληζεο    

     γ) δύν ίζεο πξαγκαηηθέο ξίδεο    γ) θακία πξαγκαηηθή ξίδα. 

 

53. Να βξείηε ην πξόζεκν ησλ ξηδώλ ησλ παξαθάησ εμηζώζεσλ, ρσξίο λα ηηο ιύζεηε. 

   α) 2x 5x 2 0                β) 2x 3x 5 0           

   γ) 
2x 8x 4 0                    δ) 

2 2x 6x 0   , 0   

 

54. Αλ 1 2x ,x  είλαη νη ξίδεο ηεο εμίζσζεο 2x 2x 5 0   , λα βξείηε ηηο εμηζώζεηο πνπ έρνπλ ξίδεο ηα  

    δεύγε: 

   α) 1 2x , x            β) 1 2kx ,kx             γ) 
2 2

1 2x ,x         

   δ) 2 2

1 2 2 1x x ,x x            ε) 2 1

1 2

x x

x x
          ζη) 1 22x 3,2x 3   

 

55. Αλ 1 2x ,x  είλαη νη ξίδεο ηεο εμίζσζεο: 2x x 1 0    , λα βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ πξαγκαηηθνύ  

     αξηζκνύ ι γηα ηηο νπνίεο ηζρύεη 2 2 2 2

1 1 2 1 2 2x 5x x 5x x x 25      

 

56. Γίλεηαη ε εμίζσζε  2x 2 x 4 1 0       . 

  α) Να βξείηε ηε δηαθξίλνπζα ηεο εμίζσζεο. 

  β) Να απνδείμεηε όηη ε παξαπάλσ εμίζσζε έρεη ξίδεο πξαγκαηηθέο γηα θάζε  . 

  γ) Αλ 1 2x ,x είλαη νη ξίδεο ηεο παξαπάλσ εμίζσζεο ηόηε λα βξείηε γηα πνηα ηηκή ηνπ ι ηζρύεη  

        
2

1 2 1 2x x x x 5 0     . 

 

57. Γίλεηαη ην ηξηώλπκν 22x x 5  , όπνπ  . 

  α) Αλ κηα ξίδα ηνπ ηξησλύκνπ είλαη ν αξηζκόο 0x 1 , λα πξνζδηνξίζεηε ηελ ηηκή ηνπ ι.   

  β) Γηα 3  , λα παξαγνληνπνηήζεηε ην ηξηώλπκν. 

 

58. Έζησ ,     πξαγκαηηθνί αξηζκνί γηα ηνπο νπνίνπο ηζρύνπλ: α β 1    θαη 3 2 2 3α β 2α β αβ 12     

  α) Να απνδείμεηε όηη: 12   .  

  β) Να θαηαζθεπάζεηε εμίζσζε 2νπ βαζκνύ κε ξίδεο ηνπο αξηζκνύο ,    θαη λα ηνπο βξείηε.                                                                                           

 

59. Γίλεηαη νξζνγώλην κε πεξίκεηξν  20cm   θαη εκβαδό  2E 24cm . 

  α) Να θαηαζθεπάζεηε κία  εμίζσζε 2νπ βαζκνύ πνπ έρεη σο ξίδεο ηα κήθε ησλ πιεπξώλ απηνύ ηνπ  

     νξζνγσλίνπ.   

  β)  Να βξείηε ηα κήθε ησλ πιεπξώλ ηνπ νξζνγσλίνπ. 
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60. Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ ι γηα ηελ νπνία ε εμίζσζε  

      2 2x 1 x 3 0       έρεη ξίδεο αληίζηξνθεο. 

 

61. Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ ι γηα ηελ νπνία ε εμίζσζε  

      2 2x 9 x 2 0       έρεη ξίδεο αληίζεηεο. 

 

62. Γίλεηαη ην ηξηώλπκν:  2 2x 1 x      ,  0   

  α) Να βξείηε ηε δηαθξίλνπζα Γ ηνπ ηξησλύκνπ θαη λα απνδείμεηε όηη ην  ηξηώλπκν έρεη ξίδεο  

      πξαγκαηηθέο γηα θάζε 0  .  

  β) Αλ 1 2x ,  x   είλαη νη ξίδεο ηνπ ηξησλύκνπ, λα εθθξάζεηε ην άζξνηζκα 1 2S x x     

      ζπλαξηήζεη ηνπ 0   θαη λα βξείηε ηελ ηηκή ηνπ γηλνκέλνπ  1 2P  x x   ησλ ξηδώλ   

  γ)  Αλ 0  , ηόηε: 

     i) ην παξαπάλσ ηξηώλπκν έρεη ξίδεο ζεηηθέο ή αξλεηηθέο; Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο.                                                  

     ii) λα απνδείμεηε όηη 1 2 1 2x x 2x x  , όπνπ 1 2x ,x είλαη νη ξίδεο ηνπ παξαπάλσ ηξησλύκνπ.         

       

63. α) Γίλεηαη ε δηηεηξάγσλε εμίζσζε: 4 2x – 7x 12 0  . Να δείμεηε όηη ε εμίζσζε απηή έρεη ηέζζεξηο  

         δηαθνξεηηθέο πξαγκαηηθέο ξίδεο, ηηο νπνίεο θαη λα πξνζδηνξίζεηε. 

     β)  Γεληθεύνληαο  ην  παξάδεηγκα  ηνπ  πξνεγνύκελνπ  εξσηήκαηνο,  ζεσξνύκε  ηε δηηεηξάγσλε  

         εμίζσζε:  4 2x x 0      (1)  κε παξακέηξνπο ,    . Να δείμεηε όηη:     

         Αλ 0 ,  0    θαη  2 – 4 0   , ηόηε ε εμίζσζε (1) έρεη ηέζζεξηο δηαθνξεηηθέο πξαγκαηηθέο ξίδεο.    

 

64. Γίλεηαη ε εμίζσζε:  2x 5x 0    , κε παξάκεηξν 0  . 

  α) Να απνδείμεηε όηη αλ 
5

2
    , ηόηε ε εμίζσζε έρεη ξίδεο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο, πνπ είλαη  

      αληίζηξνθνη κεηαμύ ηνπο. 

  β) Να βξείηε ηηο ιύζεηο ηεο εμίζσζεο, όηαλ 2  . 

  γ) Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε: 

2
1 1

2 x 5 x 2 0
x x

   
       

   
. 

 

4. Αληζώζεηο 
 

α. Αληζώζεηο 1νπ βαζκνύ 
 

42. Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε x 0   . 

 

Δίλαη: x 0 x       

Αλ 0  , ηόηε:
x

x x
  

       
  

, ελώ αλ 0  , ηόηε:
x

x x
  

       
  

. 

Αλ 0  , ηόηε ε αλίζσζε γίλεηαη 0 x    θαη 

αλ 0  αιεζεύεη γηα θάζε x , ελώ αλ 0  είλαη αδύλαηε. 

 

Βαζηθέο αζθήζεηο 
 

65. Να ιύζεηε ηηο αληζώζεηο: 

   α) 
x 1 4 x 15

2 3 3

  
   β) x 2 0             γ) x 5 0    δ) 

2x 6x 9 5     

   ε) x 2 3 1      ζη)  x 1 2 3    δ) 1 x 3 6     
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66. α) Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε x 5 2  . 

     β) Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε 2 3x 5  . 

     γ) Να παξαζηήζεηε ηηο ιύζεηο ησλ δπν πξνεγνύκελσλ αληζώζεσλ ζηνλ ίδην άμνλα ησλ πξαγκαηηθώλ  

       αξηζκώλ. Με ηε βνήζεηα ηνπ άμνλα, λα πξνζδηνξίζεηε  ην ζύλνιν ησλ θνηλώλ ηνπο ιύζεσλ θαη λα ην  

       αλαπαξαζηήζεηε κε δηάζηεκα ή έλσζε δηαζηεκάησλ. 

 

67. α) Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε: 2x – 4 3 x –1 . 

     β) Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε:  3x – 5 1 . 

     γ) Δίλαη νη ιύζεηο ηεο εμίζσζεο ηνπ (α) εξσηήκαηνο θαη ιύζεηο ηεο αλίζσζεο ηνπ (β) εξσηήκαηνο; Να  

        αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο. 

 

68. α) Να βξείηε ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο  x γηα ηνπο νπνίνπο ηζρύεη x 4 2  . 

     β) Θεσξνύκε πξαγκαηηθό αξηζκό x πνπ ε απόζηαζή ηνπ από ην 4 ζηνλ άμνλα ησλ πξαγκαηηθώλ  

        αξηζκώλ είλαη κηθξόηεξε από 2. 

      i) Να απνδείμεηε όηη ε απόζηαζε ηνπ ηξηπιάζηνπ ηνπ αξηζκνύ απηνύ από ην 4 είλαη κεγαιύηεξε ηνπ 2  

          θαη κηθξόηεξε ηνπ 14.   

      ii) Να βξείηε κεηαμύ πνησλ νξίσλ πεξηέρεηαη ε ηηκή ηεο απόζηαζεο ηνπ 3x από ην 19.  

 

69. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο: α) 2x 6 2x 6      β) 3x 1 1 3x    

 

70. Έζησ Α θαη Β ηα ζεκεία πνπ παξηζηάλνπλ ζε έλαλ άμνλα ηνπο αξηζκνύο 4  θαη 6 θαη Μ ην κέζν ηνπ     

     ηκήκαηνο ΑΒ. 

  α) Πνηνο αξηζκόο αληηζηνηρεί ζην ζεκείν Μ; 

  β) Να δηαηππώζεηε γεσκεηξηθά ην δεηνύκελν ηεο αλίζσζεο x 6 x 4    θαη λα βξείηε ηηο ιύζεηο ηεο. 

  γ) Να επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ην ζπκπέξαζκά ζαο. 

 

71. Έζησ Α θαη Β ηα ζεκεία πνπ παξηζηάλνπλ ζε έλαλ άμνλα ηνπο αξηζκνύο 1 θαη 5 θαη Μ ην κέζν ηνπ    

     ηκήκαηνο ΑΒ. 

  α) Πνηνο αξηζκόο αληηζηνηρεί ζην ζεκείν Μ; 

  β) Να δηαηππώζεηε γεσκεηξηθά ην δεηνύκελν ηεο εμίζσζεο x 1 x 5 6     θαη λα βξείηε ηηο ιύζεηο  

      ηεο. 

  γ) Να επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ην ζπκπέξαζκά ζαο. 

 

 

β. Αληζώζεηο 2νπ βαζκνύ 
 

43. Να παξαγνληνπνηήζεηε ην ηξηώλπκν 
2

x x , 0       γηα ηηο δηαθνξεηηθέο ηηκέο ηεο 

δηαθξίλνπζαο Γ. 

 

Τν ηξηώλπκν 
2x x    , 0   κεηαζρεκαηίδεηαη σο εμήο: 

2 2

2 2 2x x x x x 2 x
2 2 2

           
                    

            

 

          

2 2 22 2

2 2 2

4
x x x

2 4 2 4 2 4

                  
                      

                     

 

   Αλ 0  , ηόηε  
2

    θαη ην ηξηώλπκν γίλεηαη: 
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2
22 2

2

2
x x x x

2 4 2 2

                                            

 

             x x x x
2 2 2 2 2 2

            
                              

 

                          1 2x x x x   , όπνπ 
1 2x ,x  νη ξίδεο ηνπ ηξησλύκνπ. 

 Αλ 0  , ηόηε: 

2

2x x x
2

 
       

 
 θαη  

αλ 0  , ηόηε     θαη ην ηξηώλπκν γξάθεηαη  

2

2

2
x x x

2 4

  
         

    

 

 

44. Να βξείηε ην πξόζεκν ηνπ ηξησλύκνπ 
2

x x , 0       όηαλ 0  . 

 

Δίλαη   2

1 2x x x x x x        (1). 

Έζησ 
1 2x x  

Αλ 
1 2x x x   ηόηε 

1x x 0  , 
2x x 0   θαη   1 2x x x x 0   , νπόηε ιόγσ ηεο (1) ην ηξηώλπκν 

είλαη νκόζεκν ηνπ α. 

Αλ 
1 2x x x  ηόηε 

1x x 0  , 
2x x 0   θαη   1 2x x x x 0   , νπόηε ιόγσ ηεο (1) ην ηξηώλπκν 

είλαη εηεξόζεκν ηνπ α. 

Αλ 
1 2x x x   ηόηε 

1x x 0  , 
2x x 0   θαη   1 2x x x x 0   , νπόηε ιόγσ ηεο (1) ην ηξηώλπκν 

είλαη νκόζεκν ηνπ α. 

 

45. Να βξείηε ην πξόζεκν ηνπ ηξησλύκνπ 
2

x x , 0       όηαλ 0  . 

 

Δίλαη 

2

2x x x
2

 
       

 
 

Γηα θάζε x
2


 


 είλαη 

2

x 0
2

 
  

 
, νπόηε ην ηξηώλπκν είλαη νκόζεκν ηνπ α, ελώ κεδελίδεηαη γηα  

x
2


 


. 

 

46. Να βξείηε ην πξόζεκν ηνπ ηξησλύκνπ 
2

x x , 0       όηαλ 0  . 

 

Δίλαη 

2

2

2
x x x

2 4

  
         

    

. 

Δπεηδή ε παξάζηαζε ζηελ αγθύιε είλαη ζεηηθή, ην ηξηώλπκν είλαη νκόζεκν ηνπ α ζε όιν ην . 

 

47. Πόηε έλα ηξηώλπκν είλαη εηεξόζεκν ηνπ α, κεδέλ θαη πόηε νκόζεκν ηνπ α; 

 

Τν ηξηώλπκν 
2x x , 0       είλαη: 

Δηεξόζεκν ηνπ α, κόλν όηαλ 0   γηα ηηο ηηκέο ηνπ x πνπ βξίζθνληαη κεηαμύ ησλ ξηδώλ ηνπ. 

Μεδέλ, όηαλ ε ηηκή ηνπ x είλαη θάπνηα από ηηο ξίδεο ηνπ ηξησλύκνπ. 

Οκόζεκν ηνπ α ζε θάζε άιιε πεξίπησζε. 
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Βαζηθέο αζθήζεηο 
 

72. α) Να ηξαπνύλ ζε γηλόκελν παξαγόλησλ νη παξαζηάζεηο: 2 22 5 3     θαη   2 2α 2αβ 3β  . 

     β) Να απινπνηεζεί ε παξάζηαζε 
2 2

2 2

2 5 3

2 3

   

   
. 

 

73. Να ιύζεηε ηηο αληζώζεηο: 

   α) 25x 20x   β) 2x 3x 4     γ) 2x 4 4x    δ) 2x 9 6x   

   ε) 2x 3x 5 0    ζη) 22x 3x 20 0    δ)  21
x 4x 3 0

4
     

 

74. Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ x γηα ηηο νπνίεο ηζρύεη:    22x 1 x 4 12    . 

 

75. Γίλεηαη ην ηξηώλπκν 22x 3x 1  . 

   α) Να βξείηε ηηο ξίδεο ηνπ.   

   β) Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ x γηα ηηο νπνίεο: 22x 3x 1 0   . 

   γ) Να εμεηάζεηε αλ νη αξηζκνί 
1

2
 θαη 

3

2
 είλαη ιύζεηο ηεο αλίζσζεο 22x 3x 1 0   . 

 

76. α) Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε: 2x 10x 21 0   . 

     β) Γίλεηαη ε παξάζηαζε: 2x 3 x 10x 21     . 

     i) Γηα  3 x 7  , λα δείμεηε όηη: 2x 11x 24    . 

     ii) Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ  x 3,7 , γηα ηηο νπνίεο ηζρύεη 6 . 

 

77. α) Να απνδείμεηε όηη  2x 4x 5 0   , γηα θάζε πξαγκαηηθό αξηζκό x.    

     β) Να γξάςεηε ρσξίο απόιπηεο ηηκέο ηελ παξάζηαζε: 2 2B x 4x 5 x 4x 4      . 

 

78. Γίλνληαη νη αληζώζεηο: 2 x 3   θαη 2x 4x 0  . 

   α) Να βξείηε ηηο ιύζεηο ηνπο.   

   β) Να δείμεηε όηη νη αληζώζεηο ζπλαιεζεύνπλ γηα  x 2,3 . 

   γ) Αλ νη αξηζκνί  1  θαη 2  αλήθνπλ ζην ζύλνιν ησλ θνηλώλ ιύζεσλ ησλ  δπν αληζώζεσλ, λα δείμεηε  

      όηη θαη ν αξηζκόο 1 2

2

  
 είλαη θνηλή ηνπο ιύζε.  

 

79. Γίλεηαη ην ηξηώλπκν   2f x  x 2x 3    . 

   α) Να βξείηε ην πξόζεκν ηνπ ηξησλύκνπ  f x  γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ x. 

   β) Να πξνζδηνξίζεηε, αηηηνινγώληαο ηελ απάληεζή ζαο, ην πξόζεκν ηνπ γηλνκέλνπ:  

         f 2,999 f 1,002  . 

   γ) Αλ – 3 3  , λα βξείηε ην πξόζεκν ηνπ αξηζκνύ: 
2 2 3    .   

 

80. Να απνδεηρζεί όηη ε εμίζσζε  2x 2 x 2 1 0        έρεη ξίδεο άληζεο γηα θάζε ηηκή ηνπ  

     πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ ι. 

 

81. Γίλεηαη ε εμίζσζε: 2 2x x ( 1) 0       (1) ,   κε παξάκεηξν  . 

  α) Να πξνζδηνξίζεηε ηνλ πξαγκαηηθό αξηζκό ι, ώζηε ε εμίζσζε (1) λα έρεη ξίδεο πξαγκαηηθέο. 

  β) Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε: 
2S P 2 0   , όπνπ S θαη P είλαη αληίζηνηρα ην άζξνηζκα θαη ην γηλόκελν  

      ησλ ξηδώλ ηεο (1).  
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82. Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ   γηα ηηο νπνίεο ε αλίζσζε 2x 3 x 0     αιεζεύεη γηα θάζε x . 

 

83. Γίλεηαη ην ηξηώλπκν   22 x 2 x 3 , 2         . 

   α) Να βξείηε ηε δηαθξίλνπζα Γ ηνπ ηξησλύκνπ θαη λα ιύζεηε ηελ αλίζσζε 0  . 

   β) Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ   γηα ηηο νπνίεο ε αλίζσζε   22 x 2 x 3 0, 2           

     αιεζεύεη γηα θάζε  . 

 

84. Γίλεηαη ην ηξηώλπκν    2 2f x x x   ,           

  α) Να βξείηε ηε δηαθξίλνπζα Γ ηνπ ηξησλύκνπ θαη λα απνδείμεηε όηη ην ηξηώλπκν έρεη ξίδεο πξαγκαηηθέο  

      γηα θάζε  .   

  β) Γηα πνηα ηηκή ηνπ ι ην ηξηώλπκν έρεη δύν ξίδεο ίζεο;   

  γ) Αλ 
1

2
   θαη  1 2x ,  x  είλαη νη ξίδεο ηνπ παξαπάλσ ηξησλύκνπ κε 1 2x x , ηόηε : 

     i)  λα απνδείμεηε όηη 1 2
1 2

x x
x x

2


    

     ii) λα δηαηάμεηε από ηνλ κηθξόηεξν πξνο ηνλ κεγαιύηεξν ηνπο αξηζκνύο 1 2
2 2

x x
f (x ),f ,f (x 1)

2

 
 

 
 

  

85. Γίλεηαη ην ηξηώλπκν: 2x 2x 8   

 α) Να βξείηε ην πξόζεκν ηνπ ηξησλύκνπ γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ x . 

 β) Αλ 
8889

k
4444

    ,  είλαη ε ηηκή ηεο παξάζηαζεο:  2k 2k 8     κεδέλ, ζεηηθόο ή αξλεηηθόο αξηζκόο; Να  

     αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο. 

 γ) Αλ ηζρύεη  4 4   , ηη κπνξείηε λα πείηε γηα ην πξόζεκν ηεο ηηκήο ηεο παξάζηαζεο: 
2 – 2 8    ; 

      Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο.   

   

5. Πξόνδνη 
α. Αθνινπζίεο 
 

48. Ση νλνκάδεηαη αθνινπζία; Ση ιέγεηαη πξώηνο όξνο, ηη δεύηεξνο θαη ηη λ-νζηόο ή γεληθόο ηεο 

όξνο; 

 

Αθνινπζία πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ είλαη κηα αληηζηνίρηζε ησλ θπζηθώλ αξηζκώλ 1,2,3,…,λ,… ζηνπο 

πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο. Ο αξηζκόο ζηνλ νπνίν αληηζηνηρεί ν 1 θαιείηαη πξώηνο όξνο ηεο αθνινπζίαο θαη 

ηνλ ζπκβνιίδνπκε ζπλήζσο κε 1 , ν αξηζκόο ζηνλ νπνίν αληηζηνηρεί ν 2 θαιείηαη δεύηεξνο όξνο ηεο 

αθνινπζίαο θαη ηνλ ζπκβνιίδνπκε ζπλήζσο κε 2  θ.ι.π. Γεληθά ν αξηζκόο ζηνλ νπνίν αληηζηνηρεί έλαο 

θπζηθόο αξηζκόο λ θαιείηαη λ-νζηόο ή γεληθόο όξνο ηεο αθνινπζίαο θαη ην ζπκβνιίδνπκε ζπλήζσο κε αλ. 

Γειαδή, 
1 2 31 ,  2 ,  3   , …, 

 , … Τελ αθνινπζία απηή ηε ζπκβνιίδνπκε ( ).  

 

49. Πσο νξίδεηαη κηα αθνινπζία αλαδξνκηθά; 

 

Γηα λα νξίδεηαη κηα αθνινπζία αλαδξνκηθά απαηηείηαη λα γλσξίδνπκε: 

- Τνλ αλαδξνκηθό ηεο ηύπν θαη 

- Όζνπο αξρηθνύο όξνπο καο ρξεηάδνληαη, ώζηε ν αλαδξνκηθόο ηύπνο λα αξρίζεη λα δίλεη όξνπο. 

 

Βαζηθέο αζθήζεηο 
 

86. Να νξίζεηε αλαδξνκηθά ηηο αθνινπζίεο:  α) 5      β) 2
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87. Να βξείηε ην λ-νζηό όξν ησλ αθνινπζηώλ: 

   α) 1 11, 2        β) 1 13, 5       

 

β. Αξηζκεηηθή πξόνδνο 
 

50. Πόηε κηα αθνινπζία ιέγεηαη αξηζκεηηθή πξόνδνο; Πνηνο είλαη ν αλαδξνκηθόο ηεο ηύπνο; 

 

Μηα αθνινπζία ιέγεηαη αξηζκεηηθή πξόνδνο, αλ θάζε όξνο ηεο πξνθύπηεη από ηνλ πξνεγνύκελό ηνπ κε 

πξόζζεζε ηνπ ίδηνπ πάληνηε αξηζκνύ. Αλ σ ε δηαθνξά ηεο αξηζκεηηθήο πξνόδνπ, ηόηε ν αλαδξνκηθόο ηεο 

ηύπνο είλαη 
1    . 

 

51. Να απνδείμεηε όηη λνο όξνο κηαο αξηζκεηηθήο πξνόδνπ κε πξώην όξν α1 θαη δηαθνξά σ είλαη 

 1
1


       . 

 

Από ηνλ νξηζκό ηεο αξηζκεηηθήο πξνόδνπ έρνπκε:  

     
1 1   

     
2 1    

     
3 2    

     
4 3    

    …………………………… 

     
1 2     

     
1     

Πξνζζέηνληαο θαηά κέιε ηεο λ απηέο ηζόηεηεο θαη εθαξκόδνληαο ηελ ηδηόηεηα ηεο δηαγξαθήο, έρνπκε: 

 1 1      . 

 

52. Να απνδείμεηε όηη ηξεηο αξηζκνί α, β, γ είλαη δηαδνρηθνί όξνη αξηζκεηηθήο πξνόδνπ αλ θαη  

     κόλν αλ ηζρύεη 
2

  
  . Πσο νλνκάδεηαη ν β; 

 

Δπεηδή νη α, β, γ είλαη δηαδνρηθνί όξνη αξηζκεηηθήο πξνόδνπ, ηζρύεη όηη:    θαη     άξα 

2
2

  
           . 

Αληίζηξνθα ηώξα. Αλ 
2

  
   ηόηε 2       πνπ ζεκαίλεη όηη νη α, β, γ είλαη 

δηαδνρηθνί όξνη αξηζκεηηθήο πξνόδνπ. Ο β ιέγεηαη αξηζκεηηθόο κέζνο ησλ α θαη γ. 

 

Βαζηθέο αζθήζεηο 
 

88. Να βξείηε ην λ-νζηό όξν ησλ αξηζκεηηθώλ πξνόδσλ: α) 7, 10, 13,...  β) 5, 2, 1,...  

 

89. Ο 5νο όξνο κηαο αξηζκεηηθήο πξνόδνπ είλαη 5  θαη ν 15νο όξνο ηεο είλαη 2 . Να βξείηε ηνλ 50ν όξν  

      ηεο πξνόδνπ. 

 

90. Πνηνο όξνο ηεο αξηζκεηηθήο πξνόδνπ κε 1 80   θαη 3   ηζνύηαη κε 97 ; 

 

91. Να ππνινγίζεηε ην άζξνηζκα 1 5 9 ... 197    . 

 

92. Ο λ-νζηόο όξνο κηαο αθνινπζίαο είλαη 12 4    . Να απνδείμεηε όηη ε αθνινπζία απηή είλαη  

     αξηζκεηηθή πξόνδνο θαη λα γξάςεηε ηνλ πξώην όξν 1  θαη ηε δηαθνξά ηεο σ. 

93. Μεηαμύ ησλ αξηζκώλ 3 θαη 80 ζέινπκε λα βξνύκε άιινπο 10 αξηζκνύο πνπ όινη καδί λα είλαη  
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      δηαδνρηθνί όξνη κηαο αξηζκεηηθήο πξνόδνπ. Να βξεζνύλ νη αξηζκνί απηνί. 

 

94. Γίλεηαη ε εμίζσζε:   2 2x 2 x 4 0      ,  (1) κε παξάκεηξν β  . 

  α) Να δείμεηε όηη ε εμίζσζε (1)  έρεη ξίδεο ηηο: 1x 2  θαη  2x 2  

  β) Αλ 1 2x ,  x είλαη νη ξίδεο ηεο (1), λα εμεηάζεηε αλ νη αξηζκνί  1 2x ,  ,  x , κε ηε ζεηξά πνπ δίλνληαη, είλαη  

     δηαδνρηθνί όξνη αξηζκεηηθήο πξνόδνπ θαη λα αηηηνινγήζεηε ην ζπιινγηζκό ζαο.  

 

γ. Γεσκεηξηθή πξόνδνο 
 

53. Πνηα αθνινπζία ιέγεηαη γεσκεηξηθή πξόνδνο; Ση είλαη ν ιόγνο ηεο πξνόδνπ; Πνηνο είλαη ν 

αλαδξνκηθόο ηεο ηύπνο; 

 

Μηα αθνινπζία ιέγεηαη γεσκεηξηθή πξόνδνο, αλ θάζε όξνο ηεο πξνθύπηεη από ηνλ πξνεγνύκελν κε 

πνιιαπιαζηαζκό επί ηνλ ίδην πάληνηε κε κεδεληθό αξηζκό. Τνλ αξηζκό απηό ηνλ ζπκβνιίδνπκε κε ι θαη 

ηνλ ιέκε ιόγν ηεο πξνόδνπ. Με βάζε ηνλ νξηζκό, ν αλαδξνκηθόο ηύπνο ηεο γεσκεηξηθήο πξνόδνπ είλαη: 

1    
. 

 

54. Να απνδείμεηε όηη λνο όξνο κηαο αξηζκεηηθήο πξνόδνπ κε πξώην όξν α1 θαη ιόγν ι είλαη 
1

1




    . 

 

Από ηνλ νξηζκό ηεο γεσκεηξηθήο πξνόδνπ έρνπκε:  

     1 1   

     2 1    

     3 2    

     4 3    

    …………………………… 

     1 2     

     1     

Πνιιαπιαζηάδνληαο θαηά κέιε ηεο λ απηέο ηζόηεηεο θαη εθαξκόδνληαο ηελ ηδηόηεηα ηεο δηαγξαθήο, 

έρνπκε: 
1

1



   . 

 

55. Να απνδείμεηε όηη ηξεηο αξηζκνί α, β, γ είλαη δηαδνρηθνί όξνη γεσκεηξηθήο πξνόδνπ αλ θαη  

      κόλν αλ ηζρύεη 
2   . Πνηόο αξηζκόο νλνκάδεηαη γεσκεηξηθόο κέζνο ησλ α, γ; 

 

Έζησ ι ν ιόγνο ηεο γεσκεηξηθήο πξνόδνπ, ηόηε: 

 


 θαη 


 


, δειαδή 

2 
   

 
. 

Ο ζεηηθόο αξηζκόο   ιέγεηαη γεσκεηξηθόο κέζνο ησλ α, γ. 

 

Βαζηθέο αζθήζεηο 
 

 

95. Να βξείηε ην λ-νζηό όξν ησλ γεσκεηξηθώλ πξνόδσλ: α) 3, 6, 12,...  β) 18, 6, 2,...  

 

96. Ο 4νο όξνο κηαο γεσκεηξηθήο πξνόδνπ είλαη 125 θαη ν 10νο όξνο ηεο είλαη 
125

64
. Να βξείηε ηνλ 14ν  

     όξν ηεο πξνόδνπ. 

 

97. Πνηνο όξνο ηεο γεσκεηξηθήο πξνόδνπ 3, 6, 12, … ηζνύηαη κε 768 ; 
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98. α) Αλ νη αξηζκνί 4 x,  x,  2  είλαη δηαδνρηθνί όξνη αξηζκεηηθήο πξνόδνπ, λα  

     πξνζδηνξίζεηε ηνλ αξηζκό x. 

 β) Αλ νη αξηζκνί 4 x,  x,  2  είλαη δηαδνρηθνί όξνη γεσκεηξηθήο πξνόδνπ, λα πξνζδηνξίζεηε ηνλ αξηζκό x. 

 γ) Να βξεζεί ν αξηζκόο x ώζηε νη αξηζκνί 4 x,  x,  2  λα είλαη δηαδνρηθνί όξνη αξηζκεηηθήο θαη  

   γεσκεηξηθήο πξνόδνπ.     

 

99. Ο λ-νζηόο όξνο κηαο αθνινπζίαο είλαη 
1

1
2

3



 
   . Να απνδείμεηε όηη ε αθνινπζία  

   απηή είλαη γεσκεηξηθή πξόνδνο θαη λα γξάςεηε ηνλ πξώην όξν 1  θαη ην ιόγν ι. 

 

6. πλαξηήζεηο 
 

α. Η Έλλνηα ηεο πλάξηεζεο 
 

58. Ση νλνκάδεηαη ζπλάξηεζε από έλα ζύλνιν Α ζε έλα ζύλνιν Β; Πσο νλνκάδεηαη ην ζύλνιν Α; 

 

Σπλάξηεζε από έλα ζύλνιν Α ζε έλα ζύλνιν Β ιέγεηαη κηα δηαδηθαζία κε ηελ νπνία θάζε ζηνηρείν ηνπ Α 

αληηζηνηρίδεηαη ζε έλα αθξηβώο ζηνηρείν ηνπ ζπλόινπ Β. Τν ζύλνιν Α ιέγεηαη πεδίν νξηζκνύ ηεο  

ζπλάξηεζεο.  

 

59. ηε ζπλάξηεζε  y f x  πνηα είλαη ε αλεμάξηεηε θαη πνηα ε εμαξηεκέλε κεηαβιεηή; Πνην 

ζύλνιν νλνκάδεηαη ζύλνιν ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο f; Πσο ζπκβνιίδεηαη; 

 

Τν γξάκκα x πνπ παξηζηάλεη νπνηαδήπνηε ζηνηρείν ηνπ Α ιέγεηαη αλεμάξηεηε κεηαβιεηή, ελώ ην y, πνπ 

παξηζηάλεη ηελ ηηκή ηεο f  ζην x, ιέγεηαη εμαξηεκέλε κεηαβιεηή. Τν ζύλνιν πνπ έρεη γηα ζηνηρεία ηνπ ηηο 

ηηκέο κηαο ζπλάξηεζεο f  γηα όια ηα x A , ιέγεηαη ζύλνιν ηηκώλ ηεο f θαη ζπκβνιίδεηαη 

 κε  f  . 

 

60. Πνηεο ζπλαξηήζεηο ιέγνληαη πξαγκαηηθέο ζπλαξηήζεηο κηαο πξαγκαηηθήο κεηαβιεηήο θαη πσο  

     ζπκβνιίδνληαη; 

 

Αλ ζε κηα ζπλάξηεζε f :  είλαη   θαη  ,ηόηε ε ζπλάξηεζε απηή νλνκάδεηαη πξαγκαηηθή 

ζπλάξηεζε πξαγκαηηθήο κεηαβιεηήο. 

 

Βαζηθέο αζθήζεηο 
 

100. Πνηεο από ηηο παξαθάησ αληηζηνηρίζεηο είλαη ζπλαξηήζεηο θαη πνηεο δελ είλαη; Πνην είλαη ην πεδίν  

       νξηζκνύ θαη πνην ην ζύλνιν ηηκώλ ζε θάζε πεξίπησζε; 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

101. Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ησλ παξαθάησ ζπλαξηήζεσλ: 

   α)  
2

2

x 16
f x

x 4x





  β)  f x x 1 2 x      

 

γ 

α 

β 

8 

7 

Α 

Σχήμα 4 

2 

3 

Β 

 

γ 

α 

β 

8 

7 

Α Β 

Σχήμα 2 

2 

3 

γ 

α 
β 

8 

7 

9 

Α Β 

Σχήμα 1 

2 

3 
 

γ 

α 

β 

8 

7 

Α 

Σχήμα 3 

2 

3 

Β 
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   γ)   2f x x 4x 3     δ)  
1

f x
x 1




  ε)  
x x

f x
x 2





 

 

102. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f, κε  
2

2

2x 5x 3
f x

x 1

 



. 

   α) Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο Α.  

   β) Να παξαγνληνπνηήζεηε ην ηξηώλπκν 22x 5x 3  . 

   γ) Να απνδείμεηε όηη γηα θάζε x ∈ A ηζρύεη :  
2x 3

f x
x 1





 

103. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   2f x x 4  . 

   α) Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο. 

   β) Να ππνινγίζεηε ηηο ηηκέο        f 2 ,  f 0 ,  f 2 ,  f 6 . 

   γ) Να απνδείμεηε όηη        f 4f 8 f f 4         . 

   δ) Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε  f 1 8   

 

104. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f, κε:  
2

2x 5, x 3
f x

x ,3 x 10

 
 

 
 .  

  α) Να γξάςεηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο  f ζε κνξθή δηαζηήκαηνο. 

  β) Να ππνινγίζεηε ηηο ηηκέο     f 1 ,  f 3  θαη  f 5 . 

  γ) Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε   f x 25 .                                                 

 

105. Γίλεηαη ε εμίζσζε:  2 2x x 0     , κε παξάκεηξν  . (1)                    

  α) Να βξείηε ηε δηαθξίλνπζα Γ ηεο εμίζσζεο θαη λα απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε έρεη ξίδεο πξαγκαηηθέο γηα  

      θάζε  .  

  β) Γηα πνηα ηηκή ηνπ ι ε εμίζσζε (1) έρεη δύν ξίδεο ίζεο;  

  γ) Να βξείηε ην ι, ώζηε ε ζπλάξηεζε   2 2f x x x     λα έρεη πεδίν  νξηζκνύ ην .  

 

β. Γξαθηθή παξάζηαζε πλάξηεζεο 
 

61. Ση νλνκάδεηαη θαξηεζηαλό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ θαη πσο ζπκβνιίδεηαη; Πνην επίπεδν 

ιέγεηαη θαξηεζηαλό; Πνην ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ιέγεηαη νξζνθαλνληθό; Πσο νλνκάδνληαη 

νη άμνλεο; 

 

Καξηεζηαλό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ιέγεηαη έλα δεύγνο θάζεησλ αμόλσλ x΄x θαη y΄y κε θνηλή αξρή Ο. 

Σπκβνιίδεηαη κε Οxy. Τν επίπεδν ζην νπνίν νξίζηεθε ην ζύζηεκα απηό ιέγεηαη θαξηεζηαλό επίπεδν. 

Αλ επηπιένλ νη κνλάδεο ησλ αμόλσλ έρνπλ ην ίδην κήθνο ην ζύζηεκα Οxy ιέγεηαη νξζνθαλνληθό. 

Ο νξηδόληηνο άμνλαο x΄x θαιείηαη άμνλαο ησλ ηεηκεκέλσλ ή άμνλαο ησλ x θαη ν θαηαθόξπθνο άμνλαο y΄y 

θαιείηαη άμνλαο ησλ ηεηαγκέλσλ ή άμνλαο ησλ y. 

 

62. Πνηνη αξηζκνί νλνκάδνληαη ζπληεηαγκέλεο ελόο ζεκείνπ Μ; 

 

Σε θάζε ζεκείν Μ ηνπ θαξηεζηαλνύ επηπέδνπ αληηζηνηρίδνπκε έλα δηαηεηαγκέλν δεπγάξη (x,y) 

πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ πνπ νλνκάδνληαη ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ Μ. Τν ζεκείν ζπκβνιίδεηαη κε 

 x,y . Τν x ιέγεηαη ηεηκεκέλε θαη ην y ηεηαγκέλε ηνπ ζεκείνπ Μ. 
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63. Ση είλαη ηα ηεηαξηεκόξηα θαη ηη πξόζεκν έρνπλ νη ζπληεηαγκέλεο ζε απηά; 

 

 

 

Οη άμνλεο ρσξίδνπλ ην επίπεδν ζε ηέζζεξα κέξε θαζέλα  

πνπ νλνκάδνληαη ηεηαξηεκόξηα θαη δηαθξίλνληαη  

ζε 1
ν
 , 2

ν
 , 3

ν
 , 4

ν
. Τν πξόζεκν ησλ ζπληεηαγκέλσλ θάζε  

ζεκείνπ θαίλεηαη ζην δηπιαλό ζρήκα. 

 

 

 

 

 

 

64. Οη ζπληεηαγκέλεο ησλ ζεκείσλ ησλ αμόλσλ ηη κνξθήο είλαη; 

 

Τα ζεκεία ηνπ άμνλα x΄x θαη κόλν απηά έρνπλ ηεηαγκέλε κεδέλ (y = 0), δειαδή ηα ζεκεία ηνπ άμνλα x΄x 

έρνπλ ζπληεηαγκέλεο ηεο κνξθήο  x,0 . 

Τα ζεκεία ηνπ άμνλα y΄y θαη κόλν απηά έρνπλ ηεηκεκέλε κεδέλ (x = 0), δειαδή ηα ζεκεία ηνπ άμνλα y΄y 

έρνπλ ζπληεηαγκέλεο ηεο κνξθήο  0, y . 

 

65. Αλ  A ,   είλαη έλα ζεκείν ηνπ θαξηεζηαλνύ επηπέδνπ, λα γξάςεηε ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ 

ζπκκεηξηθώλ ηνπ Α, σο πξνο ηνλ άμνλα x΄x, ηνλ άμνλα y΄y, ηελ αξρή Ο ησλ αμόλσλ θάλνληαο 

θαηάιιειν ζρήκα. 

 

Τν ζεκείν  ,    είλαη ην ζπκκεηξηθό ηνπ ζεκείνπ Α σο πξνο ηνλ 

άμνλα y΄y.Γειαδή δύν ζεκεία ζπκκεηξηθά σο πξνο ηνλ 

 άμνλα y΄y έρνπλ ηελ ίδηα ηεηαγκέλε θαη αληίζεηεο ηεηκεκέλεο. 

Τν ζεκείν  ,    είλαη ην ζπκκεηξηθό ηνπ Α σο πξνο ηνλ άμνλα 

x΄x.Γειαδή δύν ζεκεία ζπκκεηξηθά σο πξνο ηνλ άμνλα x΄x έρνπλ 

ηελ ίδηα ηεηκεκέλε θαη αληίζεηεο ηεηαγκέλεο. 

Τν ζεκείν  ,    είλαη ην ζπκκεηξηθό ηνπ Α σο πξνο ηελ αξρή 

Ο ησλ αμόλσλ .Γειαδή δύν ζεκεία ζπκκεηξηθά σο πξνο  

ηελ αξρή ησλ αμόλσλ έρνπλ αληίζεηεο ζπληεηαγκέλεο. 

 

66. Αλ  A ,   είλαη έλα ζεκείν ηνπ θαξηεζηαλνύ επηπέδνπ, λα γξάςεηε ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ 

ζπκκεηξηθνύ ηνπ σο πξνο ηε δηρνηόκν ηεο 1εο θαη 3εο γσλίαο ησλ αμόλσλ θάλνληαο 

θαηάιιειν ζρήκα. 

 

Τν ζεκείν  A ,     είλαη ην ζπκκεηξηθό ηνπ ζεκείνπ  ,    σο πξνο ηελ  

δηρνηόκν ηεο 1
εο

 θαη 3
εο

 γσλίαο ησλ αμόλσλ. 

Γειαδή δύν ζεκεία ζπκκεηξηθά σο πξνο ηελ δηρνηόκν ηεο 1
εο

 θαη 3
εο

 γσλίαο 

ησλ αμόλσλ «ελαιιάζζνπλ» ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπο. 

 

 

 

67. Αλ  1 1
x ,y  θαη  2 2

x ,y  δύν ζεκεία ελόο ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ Οxy, λα απνδείμεηε 

όηη ε απόζηαζή ηνπο δίλεηαη από ηνλ ηύπν:      
2 2

2 1 2 1
x x y y      

 

 

y 
     

1
ο 

τεταρτημόριο 

   ,  

x΄     

y΄     

x     

1     

2     

3     

-1     

-2     

-3     

O     

1     2     3     -1     -2     -3     

2
ο 

τεταρτημόριο 

   ,  

4ο τεταρτημόριο 

   ,  

3ο τεταρτημόριο 

   ,  
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Δθαξκόδνληαο ην ππζαγόξεην ζεώξεκα ζην νξζνγώλην ηξίγσλν ΚΑΒ  

έρνπκε:      
2 22 2 2

2 1 2 1x x y y           

                     
2 2 2

2 1 2 1x x y y       

         
2 2

2 1 2 1x x y y      

Ο ηύπνο ηζρύεη θαη όηαλ ΑΒ//x΄x ή  ΑΒ // y΄y. 

 

 

68. Ση νλνκάδεηαη γξαθηθή παξάζηαζε ζπλάξηεζεο; Πόηε έλα ζεκείν  A ,   αλήθεη ζηε 

γξαθηθή παξάζηαζε κηαο ζπλάξηεζεο f; 

 

Έζησ ζπλάξηεζε f κε πεδίν νξηζκνύ ην ζύλνιν Α. Τν ζύλνιν ησλ ζεκείσλ   x,f x  γηα όια ηα  

x A , νλνκάδεηαη γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f. 

Έλα ζεκείν  A ,   αλήθεη ζηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f, αλ θαη κόλν αλ  f   . 

 

Βαζηθέο αζθήζεηο 

 

106. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   2f x x 1  . Να βξείηε: 

   α) Τα ζεκεία ηνκήο ηεο fC  κε ηνπο άμνλεο. 

   β) Τηο ζπληεηαγκέλεο ησλ ζεκείσλ ηεο fC  πνπ βξίζθνληαη πάλσ από ηνλ άμνλα x΄x. 

 

107. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο   2f x x 5x 4    θαη  g x 2x 6  . Να βξείηε: 

   α) Τα θνηλά ζεκεία ησλ fC  θαη gC . 

   β) Τηο ηεηκεκέλεο ησλ ζεκείσλ ηεο fC  πνπ βξίζθνληαη θάησ από ηελ gC . 

 

108. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε 
x

f (x) ,  α,β
x 2


 
 

, ηεο νπνίαο ε γξαθηθή παξάζηαζε     

    δηέξρεηαη από  ηα ζεκεία  A 1,2  θαη  B 2, 1 . 

  α) Να απνδείμεηε όηη 
1

2
   θαη 

7

4
   . 

  β) Να βξείηε ην ζεκείν ηνκήο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f κε ηνλ άμνλα x΄x.  

  γ) Να βξείηε ηα ζεκεία ηνκήο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f κε ηελ επζεία y = 2.  

 

109. Σην δηπιαλό ζρήκα δίλεηαη ε γξαθηθή 

   παξάζηαζε κηαο ζπλάξηεζεο f. Να βξείηε: 

   α) Τν πεδίν νξηζκνύ ηεο. 

   β) Τν ζύλνιν ηηκώλ ηεο. 

   γ) Τηο ηηκέο  f 0 ,  f 3 ,  f 2 . 

   δ) Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε  f x 0 . 

   ε) Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε  f x 4  . 

   ζη) Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε  f x 0 . 

   δ) Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε  f x 1 . 

   ε) Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε  1 f x 3  . 
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γ. Η ζπλάξηεζε f (x) αx β   
 

69. Πνηα είλαη ε γσλία πνπ ζρεκαηίδεη κηα επζεία ε κε ηνλ άμνλα x΄x θαη πνηεο ηηκέο παίξλεη; 

 

 Έζησ όηη κηα επζεία ε ηέκλεη ηνλ άμνλα x΄x ζε ζεκείν Α.  

Ζ γσλία σ πνπ δηαγξάθεη ε εκηεπζεία Αx, αλ ζηξαθεί θαηά ηελ ζεηηθή  

θνξά γύξσ από ην Α κέρξη λα ζπκπέζεη κε ηελ ε, , νξίδεηαη σο ε γσλία  

πνπ ζρεκαηίδεη ε επζεία ε κε ηνλ άμνλα x΄x. Ηζρύεη όηη 0 180 . 

 

 

 

 

 Αλ ε επζεία ε είλαη παξάιιειε ζηνλ x΄x, ηόηε ε γσλία σ πνπ ζρεκαηίδεη  

ε ε κε ηνλ άμνλα x΄x, είλαη ίζε κε . 

 Άξα γεληθά γηα ηελ γσλία σ, ηζρύεη όηη: 0 180 . 

 

 

 

 

70. Ση νλνκάδεηαη ζπληειεζηήο δηεύζπλζεο ή θιίζε κηαο επζείαο; Ση γλσξίδεηε γηα ηηο ηηκέο ηνπ; 

 

Ο ζπληειεζηήο δηεύζπλζεο ή θιίζε κηαο επζείαο ε είλαη ε εθαπηνκέλε ηεο γσλίαο σ πνπ ζρεκαηίδεη ε ε κε 

ηνλ άμνλα x΄x θαη ζπκβνιίδεηαη κε 
  ή ι. Αλ ε γσλία σ είλαη νμεία ν ζπληειεζηήο δηεύζπλζεο είλαη 

ζεηηθόο, αλ ε γσλία σ είλαη ακβιεία είλαη αξλεηηθόο θαη αλ ε γσλία είλαη 0 ηόηε είλαη 0. 

 

71. Να απνδείμεηε όηη αλ  1 1
x ,y  θαη  2 2

x ,y  είλαη δύν ζεκεία ηεο επζείαο y x    ηόηε 

ζπληειεζηήο δηεύζπλζεο ηεο επζείαο δίλεηαη από ηνλ ηύπν 2 1

2 1

y y

x x


 


. 

 

 

Δπεηδή ηα ζεκεία Α θαη Β αλήθνπλ ζηελ επζεία y x   ηζρύεη 

όηη 
1 1y x   θαη 

2 2y x  . Οπόηε θαη 

2 1 2y y x    1x    2 1x x   2 1

2 1

y y

x x


 


2 1y y  

 

 

 

 

 

72. Ση γξακκή είλαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο  f x x   θαη από πνην ζεκείν 

δηέξρεηαη; Πσο νλνκάδνληαη νη επζείεο y x , y x   θαη γηαηί; 

Αλ 0   ε ζπλάξηεζε  f x x    παίξλεη ηε κνξθή  f x x  ,  

νπόηε ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο y x είλαη επζεία πνπ δηέξρεηαη  

από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ. 

Αλ 1   έρνπκε ηελ επζεία y x  πνπ έρεη 1    άξα 45 . 

Δπνκέλσο ε επζεία y x είλαη ε δηρνηόκνο ηεο 1εο θαη ηεο 3εο γσλίαο  

ησλ αμόλσλ. 

Αλ 1    έρνπκε ηελ επζεία y x   πνπ έρεη 1     άξα 

135 . 

 

x΄ x Ο 

y΄ 

y 

ε 

 

x΄ x Ο 

y΄ 

y 

A 

ω 

ε 

 
     + 

 

ω 

x΄ 
x Ο 

y΄ 

y 

Α  

  

 

 

ω 

Β 

Κ 
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Δπνκέλσο ε επζεία y x  είλαη ε δηρνηόκνο ηεο 2εο θαη ηεο 4εο γσλίαο ησλ αμόλσλ. 

 

73. Πόηε δύν επζείεο 
1
  θαη 

2
  κε εμηζώζεηο είλαη 

1 1 1 1
y x    θαη 

2 2 2 2
y x    είλαη  

       παξάιιειεο θαη πόηε ζπκπίπηνπλ θαη πόηε ηέκλνπλ ηνλ άμνλα y΄y ζην ίδην ζεκείν; 

 

 Αλ 
1 2  ηόηε 

1 2   , δειαδή 
1 2   θαη νη επζείεο  

είλαη παξάιιειεο νη ηαπηίδνληαη. 

          Αλ επηπιένλ 
1 2   , ηόηε νη επζείεο είλαη παξάιιειεο (Σρήκα 1), ελώ  

          αλ 
1 2   ηόηε νη επζείεο ηαπηίδνληαη. 

 

 

 

 

 

 

 

 Αλ 
1 2   , ηόηε 

1 2    θαη νη επζείεο ηέκλνληαη (Σρήκα 2). 

 

 

 

 

 Οη επζείεο πνπ έρνπλ ην ίδην β ,ηέκλνπλ ηνλ άμνλα y΄y  

ζην ίδην ζεκείν (Σρήκα 3). 

 

 

 

 

74. Να γξάςεηε ηε ζπλάξηεζε  f x x  ρσξίο ην ζύκβνιν ηεο απόιπηεο ηηκήο θαη λα θάλεηε ηε 

γξαθηθή ηεο παξάζηαζε. 

 

Σύκθσλα κε ηνλ νξηζκό ηεο απόιπηεο ηηκήο έρνπκε: 

 
x, x 0

f x
x, x 0

  
 

 
. Ζ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f απνηειείηαη από δύν 

εκηεπζείεο: ηελ y x   κε x 0  θαη ηελ y x  κε x 0 . 

 

 

 

 

Βαζηθέο αζθήζεηο 

 

110. παξαζηήζεηε γξαθηθά ηε ζπλάξηεζε  

x 1,       x 1

f x 2,      1 x 1

3x 3,       x 1

   


    
  

. 

 

111. Να παξαζηήζεηε γξαθηθά ηε ζπλάξηεζε  f x x 3 2 x 1 x       

 

181. Γηα δεδνκέλν ι ∈ℝ, ζεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε f, κε      2f x   1 x 1 x 2       , x . 

   α) Να δείμεηε όηη, γηα νπνηαδήπνηε ηηκή ηνπ ι, ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο f  δηέξρεηαη από  

      ην ζεκείν A(0,2). 

   β) Γηα 1   , λα ζρεδηάζεηε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f. 

   γ) Αλ ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f  ηέκλεη ηνλ άμνλα x΄x ζην ζεκείν B(2, 0), λα βξείηε ηελ ηηκή ηνπ ι  

 

 

x 

y 

O x΄ 

y΄ 
Σχήμα          
    1 

 

  

x 

y 

O x΄ 

y΄ 
Σχήμα  2 

 

β 

x 

y 

O x
΄ 

y
΄ 

Σχήμα      
     3 
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       θαη λα εμεηάζεηε αλ ε γξαθηθή παξάζηαζε ηέκλεη ηνλ άμνλα x΄x θαη ζε άιιν ζεκείν. 

   δ) Γηα 1  , λα δείμεηε όηη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f  βξίζθεηαη νιόθιεξε πάλσ από ηνλ άμνλα x΄x.   

 

 

112. Ζ πνιπγσληθή γξακκή ABΓΓ ηνπ δηπιαλνύ  

       ζρήκαηνο είλαη ε γξαθηθή παξάζηαζε κηαο  

       ζπλάξηεζεο f. Να βξείηε ηελ f. 

 

 

 
 

 

πλδπαζηηθά ζέκαηα Δπαλάιεςεο 
 

Άιγεβξα Α΄ Λπθείνπ 
 

Δπαλαιεπηηθά ζέκαηα από δηαγσλίζκαηα ΟΔΦΔ 2006 -2018 
 

Πξαγκαηηθνί αξηζκνί 
 

113. Γίλεηαη όηη x 3 2 θαη y 4 2    . 

  α) i.  Να βξεζνύλ ηα όξηα κεηαμύ ησλ νπνίσλ πεξηέρεηαη ην x. 

      ii. Να βξεζνύλ ηα όξηα κεηαμύ ησλ νπνίσλ πεξηέρεηαη ην y. 

  β) Να εθηηκήζεηε ηελ ηηκή ηεο πεξηκέηξνπ θαη ηνπ εκβαδνύ ηνπ δηπιαλνύ ζρήκαηνο,  

      κε δηαζηάζεηο ηηο ηηκέο ησλ x,y ηνπ εξσηήκαηνο α. 

 

Δμηζώζεηο 
 

114. Γίλεηαη ε εμίζσζε  2x ι 1 x ι 0     

  α) Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε έρεη πξαγκαηηθέο ξίδεο γηα θάζε ηηκή ηνπ ι. 

  β) Αλ l 2x ,x  νη ξίδεο ηεο εμίζσζεο λα βξείηε ην ι ώζηε  
2

1 2 1 2x x 2x x 10    

  γ) Γηα ι=3, λα θαηαζθεπάζεηε εμίζσζε 2ου
 βαζκνύ κε ξίδεο 12x  θαη 22x . 

 

115. Γίλνληαη νη παξαζηάζεηο: 3 3Α 4 2 2  θαη 
1 1

B
2 2 2 2

 
 

. 

  α) Να απνδείμεηε όηη Α = 2 

  β) Να απνδείμεηε όηη Β = 2. 

  γ) Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε 
3 1 1

x
A A A A

 
 

. 

 

116. Γίλεηαη ε εμίζσζε    2x 4ι 2 x ι 3 8ι 0      (1), κε παξάκεηξν ι .  

  α) i. Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε (1) έρεη δηαθξίλνπζα:   Γ 4 3ι 1 4ι 1 .     

      ii. Να βξείηε ηηο ηηκέο ι1, ι2 ηεο παξακέηξνπ ι, κε 1 2ι ι  , ώζηε ε εμίζσζε (1) λα έρεη δηπιή ξίδα.  

           Σηε ζπλέρεηα, λα βξείηε ηε δηπιή ξίδα x0 , γηα ι = ι1. 

  β) Να πξνζδηνξίζεηε ηηο ηηκέο ησλ ι  ώζηε ε εμίζσζε (1) λα έρεη δύν ξίδεο άληζεο ηηο 1 2x ,x .  

     Γηα πνηέο απ’ ηηο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ ηζρύεη: 1 2 1 24x x 3x 3x 26   . 
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117. Γίλεηαη ε εμίζσζε           2 2
5x 4 4x 5 x 7 x 7 8 x 2 2 x 2 2 2017           . 

  α) Να ιπζεί ε εμίζσζε. 

  β) Να απινπνηεζεί ε παξάζηαζε K 2 14 2x 3 x 7 x 2010       γηα θάζε  x 7,7  . 

 

118. Γίλεηαη ε εμίζσζε     2x 2ιx ι ι 3 0 1    . 

  α) Να βξείηε γηα πνηεο ηηκέο ηνπ ι  ε εμίζσζε (1) έρεη δύν πξαγκαηηθέο θαη άληζεο ιύζεηο. 

  β) Έζησ S θαη P ην άζξνηζκα θαη ην γηλόκελν αληίζηνηρα ησλ ξηδώλ ηεο εμίζσζεο (1). Αλ ηζρύεη  

      P S 12   , λα πξνζδηνξίζεηε ηελ ηηκή ηνπ ι . 

  γ) Γηα ηελ ηηκή ηνπ ι πνπ βξήθαηε ζην β εξώηεκα λα ππνινγίζεηε ηηο παξαζηάζεηο  

      1 2
1 2

2 1

x x
A θαη B x x

x x
     . 

 

119. Έλαο καζεκαηηθόο ελόο θξνληηζηεξίνπ έδσζε ζε όινπο ηνπο καζεηέο ηεο Α΄ Λπθείνπ µηα άζθεζε 

’’Κξππηνγξαθίαο’’. Έδσζε ηηο ∆1, ∆2, ∆3 παξαθάησ ζρέζεηο θαη είπε ζηνπο καζεηέο όηη ζην ηέινο 

έπξεπε λα βξνπλ µηα ιέμε. Τν θιεηδί γηα ηελ απνθξππηνγξάθεζε ησλ ιέμεσλ ήηαλ όηη ηα 

απνηειέζκαηα ησλ ∆1, ∆2, ∆3 είλαη αξηζκνί νη νπνίνη αληηζηνηρνύλ ζε έλα γξάκκα ηεο ειιεληθήο 

αιθαβήηνπ θαηά αύμνληα θπζηθό αξηζκό (πρ. ην απνηέιεζκα αλ είλαη 1 αληηζηνηρεί ζην γξάκκα Α, 2 

ζην Β θηι. )  

   1Γ 27 12 48 75 108 36       

    
2 2

2Γ 3 1 3 1 225       

 3Γ 10 4 6 4 6 25        

  α) Υπνιόγηζε ην 1Γ . 

  β) Να απνδείμεηε όηη 2Γ 5 . 

  γ) Υπνιόγηζε ην 3Γ 15  θαη βξεο ηελ ιέμε θιεηδί γηα ηελ εθπαίδεπζε. 

3Γ  2Γ  1Γ  2Γ  

    
 

  δ) Να ιπζεί ε εμίζσζε 3 22 4 x 27 2x 8 x Γ 11 Γ        . 

 

120. α) Γίλνληαη νη αξηζκνί    
2 2

α 4 2 2 1     θαη β 2 2 2 2 2    . 

   Να απνδείμεηε όηη α 3 θαη β 2  . 

β) Αλ α 3 θαη β 2  λα ιύζεηε ηελ εμίζσζε 
2x α x β 0, x    . 

 

121. Γίλεηαη ε ζρέζε 1 2 1 22017 x 1 2018 x 1 κε x ,x      . 

  α) Να βξεζνύλ νη ηηκέο ησλ 1 2x ,x   . 

  β) Αλ 1 2x 1, x 1    λα ιπζνύλ νη εμηζώζεηο 

     i.  1α 2 x      ii.  2β 1 x     

  γ) Αλ α 3 θαη β 0   κε α,β ιύζεηο ηνπ β εξσηήκαηνο, λα ιπζνύλ νη εμηζώζεηο: 

     i.  4x α      ii.  
3x β   

 

122. Γίλνληαη νη παξαζηάζεηο 
   

2 2
x 1 x 2

Α κε 1 x 2
x 1 x 2

 
   

 
 , 

2 2
B

4 2 4 2
 

 
 . 

  α) Να απνδεηρζεί όηη ε παξάζηαζε Α είλαη αλεμάξηεηε ηνπ x. 

  β) Να ππνινγηζζεί ε ηηκή ηεο παξάζηαζεο Β. 
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  γ) Αλ A 2 θαη B 2    ηόηε: 

   i.  Να ιπζεί ε εμίζσζε x B Ax  . 

   ii. Να βξεζεί ε ηηκή ηνπ ι  ώζηε ε εμίζσζε    2ι Α ι Β x ι 2ι     λα είλαη αόξηζηε. 

 

Αληζώζεηο 
 

123. Γίλεηαη ε εμίζσζε   2ι 2 x 2ιx 1 0    κε ι 2  θαη ι    (1) 

  α) Να απνδείμεηε όηη έρεη ξίδεο άληζεο γηα θάζε ι 2  . 

  β) Έζησ 1 2x ,x  νη ξίδεο ηεο (1). Να βξείηε: 

   i)   Τα 1 2x x  θαη 1 2x x . 

   ii)  Τηο ηηκέο ηνπ ι γηα ηηο νπνίεο ε (1) έρεη ξίδεο εηεξόζεκεο. 

 

124. α) Να ιπζεί ε αλίζσζε 3 x 1 2 2 1 x     

β) Να ιπζεί ε εμίζσζε    
4 2

x 1 3 x 1 4 0      

     γ) λα απνδείμεηε όηη: 
3 2

5
3 2 3 2

 
 

. 

 

125. Γίλεηαη ε εμίζσζε:  2x 1 ι x 1 0    , κε ι  ε νπνία έρεη δύν ξίδεο άληζεο ηηο x1 θαη x2. 

  α) Να δείμεηε όηη 1 ι 2  . 

  β) Να ππνινγίζεηε ηηο ηηκέο ηνπ ι. 

  γ) Να εθθξάζεηε ζαλ ζπλάξηεζε ηνπ ι ηηο ηηκέο ησλ πην θάησ παξαζηάζεσλ 

       
1 2 1 2

1 2

1 1
Κ x x , Λ x x , Μ

x x
      

  δ) Να βξείηε ην ι ώζηε λα ηζρύεη: 2 2

1 2 1 2 1 2ιx x ιx x 3x 3x 5     

 

126. α) Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε: 
2x 1 3 1 2x

1
3 4

  
  θαη λα γξάςεηε ηηο ιύζεηο ηεο ζε κνξθή  

     δηαζηήκαηνο Γ. 

      β) Αλ x Γ , λα δείμεηε όηη ε παξάζηαζε 
2 2x 2x 1 x 4x 4

Α
x 1 x 2

   
 

 
 είλαη  

         ζηαζεξόο αξηζκόο. 

 

127. α) Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο:  

    i. 2x x 6 0       ii.  
2

x 1 x 1 6 0       

β) i. Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε 2x x 6 0    . 

    ii. Γηα πνηεο ηηκέο ηνπ πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ ι ε εμίζσζε 
2

2 ι
x 2x 0

4
    είλαη αδύλαηε ζην ; 

 

128.  Γίλεηαη ε εμίζσζε    2ιx ι 2 x 2 ι 0, ι 1      . 

  α) Να απνδείμεηε όηη ε δηαθξίλνπζα ηνπ ηξησλύκνπ είλαη 2Γ 5ι 12ι 4   . 

  β) i. Γηα πνηεο ηηκέο ηνπ ι ε εμίζσζε (1) έρεη πξαγκαηηθέο ξίδεο; 

      ii. Αλ 1 2x ,x  νη ξίδεο ηεο (1), λα βξεζεί ε ηηκή ηνπ ι ώζηε λα ηζρύεη:  1 2 1 2x x 3 x x 0    . 

  γ) Αλ 1 2y 5 θαη y 1   νη ιύζεηο ηεο εμίζσζεο  2x θ 2 x d κ,4 0     , λα βξεζνύλ ηα θ,κ . 
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Πξόνδνη 
 

129. Σε αξηζκεηηθή πξόνδν είλαη  
3

1α 1 8  θαη 6α 13 . 

  α) Να βξείηε ηνλ πξώην όξν 1α  (μονάδες 5) θαη ηελ δηαθνξά σ ηεο πξνόδνπ. 

Αλ 1α 3 θαη σ = 2, ηόηε:  

  β)  Να βξείηε ην ειάρηζην πιήζνο πξώησλ όξσλ ηεο αξηζκεηηθήο πξνόδνπ, πνπ απαηηνύληαη, ώζηε ην  

      άζξνηζκα ηνπο λα μεπεξλάεη ην 440.  

  γ) Αλ νη κε κεδεληθνί  αξηζκνί 2 2 2

2 3 5α x , α x , α 2x    κε ηελ ζεηξά απηή, είλαη δηαδνρηθνί όξνη  

    γεσκεηξηθήο πξνόδνπ, κε  ιόγν ι 1 , λα βξείηε ηηο αθέξαηεο ηηκέο ηνπ x θαη ηνλ ιόγν ηεο πξνόδνπ.  

 

Βαζηθέο έλλνηεο ζπλαξηήζεσλ 
 

130. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  
2

2

x 1
f x

x 3x 2




 
. 

  α) Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο f. 

  β) Να απινπνηήζεηε ηνλ ηύπν ηεο. 

  γ) Να απνδείμεηε όηη: 
2

2

2005 1 2006

2005 3 2005 2 2003




  
. 

 

131. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε:  
3

2

x 4x
f x

x 2x





 

  α) Να βξεζεί ην πεδίν νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο θαη λα απινπνηεζεί ν ηύπνο ηεο. 

  β) Να ππνινγηζηεί ε παξάζηαζε 
   

 

f 3 f 1
A

f 4 2





. 

  γ)  Να ιπζεί ε εμίζσζε    f 4 x 1 2 f 3 x    

 

132. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε ηύπν   4 2f x x αx 2, x    , όπνπ 
2 1 2 1

α
2 1 2 1

 
 

 
 

  α) Να απνδείμεηε όηη α = 6. 

  β) Να ππνινγίζεηε ηελ ηηκή  f 1 . 

  γ) Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε:    f x f 1 . 

  δ) Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε:    f x f 1 0  . 

 

133. α) Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε: 2x 4x 3 0    . 

     β) Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε: 2x 6x 8 0   .  

     γ) Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε:    10 2 2x 1 x 6x 8 x 4x 3 0       . 

 

134. Ζ εμίζσζε x
2
- ιx + 3ι = Ο, όπνπ ι  , έρεη δύν άληζεο πξαγκαηηθέο ξίδεο 1 2x ,x .  

  α) Να απνδείμεηε όηη ι < 0 ή ι > 12. 

  β) Γηα ι 4   : 

i) Να απνδείμεηε όηη νη ξίδεο 1 2x ,x  ηεο εμίζσζεο είλαη εηεξόζεκεο. 

ii) Αλ 2x  είλαη ε αξλεηηθή ξίδα ηεο εμίζσζεο, λα ιύζεηε ηελ αλίζσζε 2x 2011 x  . 

iii) Αλ x1 είλαη ε ζεηηθή ξίδα ηεο εμίζσζεο, λα δείμεηε όηη 3
1 1x x 2 . 

 

135. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  
   

4 4
x 1 x 2

f x
x 1 x 2

 
 

 
. 
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  α) Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο f. 

  β) Να δείμεηε όηη γηα θάζε x ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο ηζρύεη όηη  f(x) = 3. 

  γ) Να ιύζεηε ζην  ηελ αλίζσζε:  18 3x f 2012  . 

 

136. Γίλεηαη ε αθνινπζία πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ  λα , λ  , ε νπνία είλαη αξηζκεηηθή πξόνδνο κε 

δηαθνξά σ 2   θαη ηεο νπνίαο ν έβδνκνο όξνο είλαη: 7α 11   θαη ε ζπλάξηεζε 

  2

1 4 1f x α x α x α   , όπνπ 1α  θαη 4α , ν πξώηνο θαη ν ηέηαξηνο όξνο ηεο παξαπάλσ αξηζκεηηθήο 

πξνόδνπ. 

  α) Να βξείηε ηνπο 1α  θαη 4α . 

  β) Αλ 1α 1 θαη 4α 5  θαη 1 2x ,x είλαη νη ξίδεο ηεο εμίζσζεο  f x 0 , λα  

       ππνινγίζεηε ηηο ηηκέο ησλ παξαθάησ παξαζηάζεσλ: 

       i) 2 2

1 2 2 1A x x x x   

       ii) 1 2

2 1

x x
B

x x
 

 

       iii)  3
1 2 1 2Γ 400 x x 2012x x 12       

  γ) Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε: 2x B 2 x A Γ     , όπνπ Α,Β,Γ είλαη νη ηηκέο ησλ             

       παξαζηάζεσλ πνπ βξήθαηε ζην πξνεγνύκελν εξώηεκα β. 

 

137. Γίλεηαη ην ηξηώλπκν 24x 4ιx 5ι, ι    

  α) Να βξείηε ηε δηαθξίλνπζα ηνπ ηξησλύκνπ θαη ην πξόζεκό ηεο γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ ι.  

  β) Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ ι γηα ηηο νπνίεο: 

    i. Τν ηξηώλπκν έρεη δύν ξίδεο άληζεο. 

    ii. Ζ ζπλάξηεζε   2f x 4x 4ιx 5ι   έρεη πεδίν νξηζκνύ ην . 

  γ) Να εμεηάζεηε αλ ππάξρεη ηηκή ηνπ ι, γηα ηελ νπνία ην ηξηώλπκν έρεη δύν ξίδεο 1 2x ,x κε  

                                              1 2 1 2x x x x 1   . 

 

138. Γίλεηαη ε εμίζσζε 2x Γx Γ 0    (1) όπνπ Γ είλαη ε δηαθξίλνπζα ηεο. 

  α)  Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ Γ θαη ην πιήζνο ησλ ξηδώλ ηεο (1). 

                    Γηα Γ = 5, ζεσξνύκε ηηο ζπλαξηήζεηο 

           
2

2

1 2 1 2

2x 3x 1
g x x 2 x x x 5 x x , f x

x 1

 
    


 όπνπ 1 2x ,x  είλαη νη ξίδεο ηεο  εμίζσζεο (1). 

  β) i. Να απνδείμεηε όηη  g x x 5   

      ii. Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο f θαη λα απινπνηήζεηε ηνλ ηύπν ηεο. 

      iii. Να βξείηε ηα θνηλά ζεκεία ησλ Cf θαη Cg. 

 

139.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   3f x 3 1 x θ 1 , θ       . 

α) Να απνδείμεηε όηη ην πεδίν νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο f είλαη ην  Α 2,4   . 

β) Να βξείηε ηελ ηηκή ηνπ θ γηα ηελ νπνία ην ζεκείν  Μ 1,1  αλήθεη ζηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f. 

 

140. α) Έζησ ζεκείν  2 2M x x 6,x 3x 2 , x     . Να βξεζνύλ ηα x  ώζηε ην Μ λα βξίζθεηαη 

ζην 2ν ηεηαξηεκόξην. 

β) Αλ 1A  ην ζύλνιν ιύζεσλ ηεο αλίζσζεο 2x x 6 0   ηόηε: 

  i.  αλ 1x A , λα βξείηε ηα όξηα κεηαμύ ησλ νπνίσλ πεξηέρεηαη ε ηηκή ηεο παξάζηαζεο 3 x . 

  ii. αλ 1x A  λα ιύζεηε ηελ αλίζσζε 
21 x 6x 9 2      . 
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γ) Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  
2

x α
f x

9 x





. 

  i.  Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο f. 

  ii. Να βξείηε ην α, αλ ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f δηέξρεηαη από ην 
4 5

A 2,
5

 
  
 

 . 

 

Η ζπλάξηεζε  f x x     

 

141. Γίλνληαη νη επζείεο (ε1): y α 2 x 4   , (ε2): y 2α 1 x 15    

  α) Αλ νη (ε1) θαη (ε2) είλαη παξάιιειεο λα βξείηε ην α. 

  β) Γηα α = 3 λα βξείηε : 

i) ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ Α πνπ ε (ε1) ηέκλεη ηνλ άμνλα y'y θαζώο θαη ηνπ ζεκείνπ Β πνπ ε (ε2)     

   ηέκλεη ηνλ άμνλα x'x. 

ii) ηελ απόζηαζε ΑΒ. 

 

142. Γίλνληαη νη επζείεο (ε1):  y 2 α 1 x 3    θαη (ε2): 
1 1

y x
3 3

    

  α) Να βξεζνύλ νη ηηκέο ηνπ α  γηα ηηο νπνίεο νη επζείεο (ε1) θαη (ε2) είλαη θάζεηεο. 

  β) Γηα α=2 

1.  Να βξεζεί ην ζεκείν ηνκήο Α ησλ επζεηώλ (ε1) θαη (ε2). 

2.  Να βξεζεί ε απόζηαζε ηνπ ζεκείνπ Α από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ. 

  γ) Γηα πνηα ηηκή ηνπ ι  ην ζεκείν Α αλήθεη ζηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο κε ηύπν:  

       2f x x ιx 1, x    . 

  δ) Γηα ι 0  λα βξεζνύλ ηα δηαζηήκαηα ζηα νπνία ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f  βξίζθεηαη πάλσ από ηνλ  

    άμνλα x΄x. 

 

143. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  
2αx 5, 5 x 2

f x , α,β
x β , 2 x 5

   
 

  
 γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ:    f 2 f 4  θαη 

   f 2 f 1  .  

  α) Να δείμεηε όηη α= -1 θαη β= - 5. 

  β) Να βξείηε ην ι  ώζηε νη επζείεο      4

1ε : y ι 2 x f 1    θαη 

         2

2ε : y 13ι 34 x f 3     λα είλαη παξάιιειεο. 

  γ) Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο f  θαη ζηε ζπλέρεηα λα ιύζεηε ηελ εμίζσζε:  f x 1 . 

 

144. Γίλνληαη νη επζείεο ε1 θαη ε2 κε εμηζώζεηο  1ε :y ι 2 x 1   ,  2

2 ι
ε :y x 1

4


   

  α) Να βξείηε ηελ ηηκή ηνπ πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ ι ώζηε νη επζείεο ε1 θαη ε2 λα είλαη παξάιιειεο. 

  β) Να βξείηε ηηο ηηκέο ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ ι ώζηε νη επζείεο ε1 θαη ε2 λα είλαη θάζεηεο κεηαμύ 

ηνπο. 

 

145. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  
1

f x ι x 3
2

 
   
 

 όπνπ ι, x πξαγκαηηθνί αξηζκνί, ηεο νπνίαο ε γξαθηθή 

παξάζηαζε είλαη ε επζεία κε εμίζσζε 
1

y ι x 3
2

 
   
 

 . 

  α) Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ πξαγκαηηθνύ ι έηζη ώζηε ε επζεία κε εμίζσζε 
1

y ι x 3
2

 
   
 

ζρεκαηίδεη 

κε  

       ηνλ άμνλα x΄x γσλία 45
ν
. 
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  β) Γηα ι = 2: 

i) Να βξείηε ηα ζεκεία ηνκήο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f κε ηνπο άμνλεο x΄x, y'y θα λα ηε   

      ζρεδηάζεηε. 

ii) Να απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα. 

iii) Να απνδείμεηε όηη γηα θάζε πξαγκαηηθό αξηζκό ηζρύεη    2f α f 1  .  

 

146. Α. Γίλεηαη ε εμίζσζε 
2x 1 ι ι x    όπνπ ι . 

      α) Να δείμεηε όηη γηα θάζε ηηκή ηεο
 
παξακέηξνπ ι ε παξαπάλσ εμίζσζε έρεη κνλαδηθή ιύζε σο 

πξνο  

          x ηελ νπνία θαη λα πξνζδηνξίζεηε. 

      β) Αλ ε ιύζε ηεο παξαπάλσ εμίζσζεο γηα θάζε ηηκή ηνπ ι είλαη: x ι 1  , λα βξείηε ηηο ηηκέο 

ηεο  

           παξακέηξνπ ι γηα ηηο νπνίεο ε ιύζε απηή, απέρεη από ηνλ αξηζκό 3 απόζηαζε πνπ δελ μεπεξλά ην 

2. 

     Β. Γίλνληαη νη επζείεο ε1:  2y κ 4 x κ 1, κ      θαη  ε2:  2y κ 4κ 3 x 2, κ       

         Να βξείηε ηηο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ κ ,γηα ηηο νπνίεο ε επζείεο ε1,ε2  ζρεκαηίδνπλ κε ηνλ άμνλα 

x΄x,  

          αληίζηνηρα ακβιεία θαη νμεία γσλία. 

 

147. Γίλεηαη ε επζεία ε κε εμίζσζε:    2y α 3 1 x α 2 α 3 , α       . Γηα πνηεο ηηκέο ηνπ α ε 

επζεία ε: 

  α) Δίλαη παξάιιειε ζηελ επζεία y = x ; 

  β) Σρεκαηίδεη νμεία γσλία κε ηνλ άμνλα x΄x;  

  γ) Γηέξρεηαη από ηελ αξρή 0(0. 0) ησλ αμόλσλ: 

 

148. Έζησ ε ζπλάξηεζε   2f x x kx 3, k     ηεο νπνίαο ε γξαθηθή παξάζηαζε δηέξρεηαη από ην  

ζεκείν Α(1, -4). 

  α) Να απνδείμεηε όηη k = -2 θαη λα βξείηε ηα ζεκεία ηνκήο ηεο fC  κε ηνπο άμνλεο x ΄x θαη yy ΄y.  

  β) Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο επζείαο ε πνπ δηέξρεηαη από ην  ζεκείν   B 1,f 1   θαη είλαη 

παξάιιειε  

      ζηελ επζεία δ κε εμίζσζε: y = 3x + 2015 . 

  γ) Έζησ Κ(1,α), Λ(3,β), Μ(5, γ) ηξία ζεκεία πνπ αλήθνπλ ζηελ επζεία ε. Να απνδείμεηε όηη νη αξηζκνί 

α,  

      β, γ κε ηε ζεηξά πνπ δίλνληαη απνηεινύλ δηαδνρηθνύο όξνπο αξηζκεηηθήο πξνόδνπ. 

 

149.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   2f x x 4x 2, x    . 

  α) Να απνδείμεηε όηη  f x 0  έρεη δύν ξίδεο άληζεο. 

  β) Αλ 1 2x ,x  είλαη νη ξίδεο ηεο εμίζσζεο  f x 0 , λα ππνινγίζεηε ηηο ηηκέο ησλ παξαζηάζεσλ: 

     
 

     

   

     

f 0 f 1 f 0
A

f 1 f 0 f 0 f 1 f 0 f 0

 
 

     
  

     3 3

1 2 1 2B x x x x    

     2

1 2Γ x x    

  γ) Αλ 
7

A , B 24 θαη Γ 2
3

     

     i. Να ζρεδηάζεηε ηελ επζεία 
B 10

y Γx
A


   ζε έλα ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ Οxy. 

    ii. Να ππνινγίζεηε ην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ πνπ ζρεκαηίδεη ε επζεία ε κε ηνπο άμνλεο x΄x, y΄y. 

 


